'lTensores

GABRIEL O. ALVES




Conteudo

1 Introducgao

1.1 Transformacao de base e coordenadas obliquas . . . . . . ... ...
1.2 Convencao de Einstein . . . . . ... .. ... ... L.
1.3 Delta de Kronecker . . . . . . . . .. .. ... .. ... ... ...
1.4 Simbolo de Levi-Civita . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ...
1.5 Identidade de Levi-Civita . . . . . . . . ... ... ... ......
Problemas . . . . . . . . ...
Tensores
2.1 Definicao . . . . . . ..
2.1.1 Tensores de primeira ordem . . . . . . ... ... ... ...
2.1.2  Tensores de segunda ordem . . . . . . .. ... ... .. ..
2.1.3 Tensores de ordem arbitraria . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Operagoes elementares com tensores . . . . . . . . . .. .. ... ..
2.3 Regradoquociente . . . . .. ... .. ... ...
2.4 Tensores SIMEtricos . . . . . . . . ...
2.4.1 Simetria de tensores de segunda ordem . . . . . . ... ...
2.4.2  Simetria de tensores de ordem geral . . . . . . ... ... ..
2.5 Densidades tensoriais . . . . . . . . .. ...
2.5.1 Propriedades . . . . .. ..o
Problemas . . . . . . . . .
Tensores especiais
3.1 O tensor métrico e a primeira forma fundamental . . . . . . .. ..
3.1.1 Manipulagao de indices . . . . . . . . . ... L.
3.1.2 Produto Interno . . . . . . ... ... L
3.1.3 A determinante do tensor métrico . . . . . . . ... ... ..
3.1.4 Mudangadepeso . . . . .. ...
3.2 O simbolo de Christoffel . . . . .. ... ... ... ... ......
3.2.1 Simbolos de Christoffel . . . . . . ... ... ... ... ...
3.2.2  Lei de transformacao . . . . .. ... .. oL
3.2.3 Expressao explicita . . . . . . . ... ...
3.3 A derivada covariante . . . . . . . . ...
3.3.1 Formulacao algébrica . . . . . . ... ...
3.3.2 Formulacao geométrica . . . . . .. ..o

Problemas . . . . . . . s,

18
19
20
22
25

27
31
31
35
37
39
41
42
42
43
44
45
47



4 Solugoes
4.1 Capitulo 1
4.2 Capitulo 2



| Introducao

Usualmente, em tratamentos mais elementares na fisicas, trabalhamos somente
com bases ortonormais, isto é, bases que sao perpendiculares entre si e unitarias,
como as coordenadas cartesianas e polares, que sao exemplos bem conhecidos. No
sistema de coordenadas cartesiano, por exemplo, podemos representar graficamente
um vetor da seguinte maneira:

Figura 1: Vetor no plano cartesiano

A componente v, do vetor v é tanto paralela ao eixo x quanto perpendicular
ao eixo y, e 0o mesmo vale para a sua componente v,: ela é paralela ao eixo y e per-
pendicular ao eixo x. Ou seja, as bases sao ortogonais. Contudo, as componentes
de um vetor nao se comportam desta maneira em todo sistema de coordenadas.
Podemos trabalhar com bases obliquas, isto é, base que nao sao perpendiculares
entre si. Surge entao a necessidade de distinguir matematicamente dois tipos de
componentes: as componentes ditas contravariantes, que sao paralelas aos eixos,
e as componentes covariantes, que sao ortogonais aos eixos.

Figura 2: Diferentes tipos de componentes de uma sistema de coordenadas obliquo. v' e v? séo

as componentes contravariantes, paralelas a base (e1,ez). As componentes covariantes vy e va,
por sua vez, sao perpendiculares & essa mesma base.
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1. INTRODUCAO

Mais importante ainda, essa distingao é 1til nao s6 pela sua interpretagao
geométrica, mas principalmente porque ela também se refere a maneira como essas
componentes se comportam apos uma mudanga base, conforme veremos posterior-
mente. Esse tratamento matematico a respeito destas transformagoes é de grande
praticidade, pois objetos matemadticos (que podem representar diversas grande-
zas fisicas), se transformam de maneiras especificas, e compreender essas trans-
formagoes nos auxilia a desenvolver teorias mais gerais.

Nas segbes seguintes representararemos um vetor como uma matriz coluna,
como no exemplo a seguir:

v=| : (1.0.1)

que tem componentes com indices sobreescritos, ou como uma matriz linha:

v=(v; - v, (1.0.2)

que tem indices subscritos. Embora a principio nao paregca haver nenhuma
distincao matematica entre essas representacoes, o porqué de utilizarmos indices
subscritos ou sobrescritos, e matrizes linha ou coluna para representar um vetor
ficara claro mais adiante.

Transformacao de base e coordenadas obliquas

Dada uma base ortonormal original composta pelos vetores e; e €5, podemos obter
uma nova base, possivelmente obliqua , composta pelos vetores €, e €, a partir de
uma matriz de transformacdo S. E possivel encontrar uma expressao para a nova
base a partir de um conjunto de quatro escalares Siy, S12, S21, S22 € dos vetores da
base original, conforme a seguinte expressao:

e = Si1e1 + Sieey (1.1.1)

€y = So1e1 + Syes

Ou, em notagao matricial:

_ S S
(61 62) = (81 82) (51; Sz;) (112)
De maneira mais compacta:

(él ég) = (61 GQ)S (113)

» Tensores 5



1. INTRODUCAO

Também podemos tomar o caminho inverso, e obter e; e e; a partir de &; e €s.
Basta partir da equagao anterior:

(él ég)Sil = (61 62) SSil
I
Portanto:
(61 62) = (él éQ)S_l (114)

Ou seja, podemos obter as bases originais a partir da multiplicacao entre a
matriz contendo as novas bases e a matriz de transformacao inversa S—!.

B FExemplo 1.1: Um exemplo simples de matriz de transformacao é a matriz

de rotacao, escrita como:
cosf sind
B = <— sinf cos 9)

Que corresponde a uma rotacao por um angulo 6 no sentido anti-horario.
A transformacao inversa, por sua vez, é:

1, [cosf —sin®
1 (9)(sin9 (2089)

Mas perceba também que ao fazer a substituicao § — —6 na matriz original,

obtemos:
cos—6@  sin—0 cosf) —sinf
=) = <— sin (—6) cos —0) N (sin& cos )
Ou seja, a matriz inversa R~! da transformacao corresponde simplesmente
uma rotacao por um angulo 6 no sentido hordrio.

Agora podemos nos perguntar: como as componentes de um vetor mudam sob
uma transformacao de base? Em termos da base original, o vetor é expresso como:

x = rle; + zley

Veja que quando escrito através desta base, o vetor tem componentes carte-
sianas 2! e z2. Mas também podemos escrevé-lo a partir do novo sistema de
coordenadas como:
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1. INTRODUCAO

1 2

Que desta vez tem componentes ' e z°. Ja sabemos que podemos obter as
novas bases a partir da multiplicacao entre a matriz linha contendo as bases antigas
e a matriz de transformacao S. Partindo do pressuposto de que o vetor deve ser
invariante sob a transformacao de coordenadas, igualamos a expressao em forma
matricial para o vetor £ em ambas as bases, com a intencao de obter uma expressao
de tranformagao para as novas componentes:

@ e)(5) =@ o)) (115)

Afinal, nao importa qual a base sendo utilizada, a equagao deve corresponder ao
mesmo vetor. Agora, sabemos que (él ég) = (61 eg)S, deste modo a expressao
anterior fica:

(g) = S‘IG;) (1.1.6)

Ou seja, dada a matriz de transformacao S que relaciona as duas bases, podemos
obter o valor das componentes 7! e Z? a partir da multiplicacao da matriz inversa
de transformacao pelo vetor coluna que contém as componentes na base original.
Deste modo, essas componentes recebem o nome de componentes contravariantes.
E importante notar que neste tipo de transformacao a mudancga ocorre somente
em relacao as componentes do vetor e em como ela é expressa, e nao em relacao
ao vetor em si, pois ele é o mesmo antes e apds a transformacao. Esse tipo de
transformacao é denominada transformacgdo passiva por alguns autores, em con-
traponto a transformacdo ativa, na qual o préprio vetor sofre alteracoes, como em
transformacoes lineares S : V' — V do espago vetorial.

Em nenhum momento foi posta a restricao de que as bases deveriam ser or-
togonais, portanto podemos utilizar das mesmas ferramentas para trabalhar com
coordenadas obliquas. A figura seguinte mostra uma mudanca de base de um
sistema ortogonal para um sistema obliquo. As linhas em azul representam as
componentes do vetor no novo sistema de coordenadas:
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1. INTRODUCAO

€9 éQ

Figura 3: Transformagao de base de um sistema ortogonal para um obliquo.

Note, que a componente Z' do vetor, que é paralela ao eixo €;, nao é perpendi-
cular ao eixo és, algo que nao acontece em um sistema ortogonal, e nos sugere que
em sistemas obliquos podemos definir mais um tipo de projecao, que é a projecao
ortogonal ao eixo, que veremos logo apds o exemplo.

B FExemplo 1.2: Considere a matriz de transformacao:

0 1
g 2
V3
1 X2
2
As bases se relacionam por:
0 1
@ &)=(a )|
L
2
O que gera as equagoes:
€1 = — €y

1 (1.1.7)

€2 =5€1 + —/—€2
2

| S

Essa transformacao corresponde a um sistema de coordenadas no qual o
eixo e; sofre uma rotacao de 90 graus no sentido horario, e o eixo e, sofre uma
rotacao de 30 graus também no sentido horario.
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1. INTRODUCAO

Tendo em maos a matriz de transformagao, pode-
1 €2 mos obter os valores das componentes neste novo
sistema de coordenadas. A matriz inversa desta
transformacao é dada por:

60°
< €1 \/g —1
S =
2 0
611 Assim, as novas componentes ficam:
B)-(0 )
=2 | — 2
z 9 0 x
Ao multiplicar as matrizes obtemos
7' =v3z! — 2 (1.15)
z2 =2z! o

Para ilustrar o resultado, tomemos como exemplo o vetor @ = 2e;. Temos
que ' = 2 e 22 = 0. Assim, as componentes no novo sistema de coordenadas

ficam:

5 iz\/g (1.1.9)

Temos:

r = 2\/361 —+ 46_32

Para encontrar a representacao de cada componente no sistema cartesiano
basta reescrever €; e €; em termos da base antiga. Por exemplo,

111 = flflél = .T1<—é2) = —2\/562

E para a outra projecao, temos:
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1. INTRODUCAO

1 3
x? = 2’e, = x2(§el + %eQ) = 2e, + 2V3e,

Representando graficamente os vetores obtidos:

€2

o 2
1 (2,2V/3)

x> |
),: > €1

T (2,0)
ol
\r<07 _2\/§)

€1

Por fim, para averiguar a resposta, basta reescrever x a partir de x; e x5 e
verificar se obtemos o vetor original & = 2e;. Temos:
=1+ Ty = —2\/562 + 2e; + 2\/562 = 2e;

Ou seja, a nova representacao esta correta, pois é consistente com os valores
da base original.

Vale ressaltar mais uma vez que em nenhum momento as transformagoes foram
aplicadas sobre o vetor em si, mas sim sobre as bases, e nosso interesse era inves-
tigar a representacao do mesmo vetor nestes diferentes sistema de coordenadas e
como suas componentes de comportavam. Na realidade, é importante frisar que as
proprias regras de transformacao foram obtidas a partir da hipdtese de que o vetor
se mantém invariante, o que faz sentido em diversas aplicagdes de ordem pratica:
um vetor que representa uma forga por exemplo, deve ser equivalente quaisquer
que sejam o sistema de coordenadas que estejamos usando. Isto é, o vetor deve
repreentar a mesma coisa, independentemente da nossa escolha de unidades, como
N (SI) ou dyn (CGS), ou uso de sistema de coordenadas, como cartesianas ou
polares.
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1. INTRODUCAO

Agora, veja (visualmente) o que acontece se tentarmos obter um vetor a partir
de suas componentes ortogonais na base {€j, €,}:

€9 é2

€1

Claramente a soma vetorial das projecoes nao nos permite obter o vetor origi-
nal. Nao s6 isso, perceba que no caso do exemplo 2 também falhamos ao tentar
obter o médulo do vetor calculando o produto escalar a partir das componentes
contravariantes:

x| = VZLEt + 7272 = |/ (2V/3)2 + 22 = 4

Contudo, sabemos que o resultado correto é |x| = 2, pois o vetor é dado
por x = 2e; em coordenadas cartesianas. Deste modo, o objetivo agora consiste
em buscar uma maneira adequada de representar as componentes ortogonais a
base (€1, €2) e desenvolver ferramentar apropriadas para trabalhar com vetores em
coordenadas obliquas, garantindo que as operagoes funcionem assim como em bases
ortogonais.

Felizmente existe uma maneira bem simples de alcancar este objetivo. As com-
ponentes ' e &> sao paralelas a €' e &2, respectivamente. Isso nos sugere que
a fim de representar o vetor adequadamente através das novas componentes &y
e T, podemos definir uma nova base {€', &2}, cujos vetores sao paralelos a essas
componentes . Ou seja, como x; L €; e x, || €', as bases &' e &, devem ser perpen-
diculares entre si. De maneira analoga, chegamos a mesma conclusao a respeito das
bases €' e €. A seguinte representacao visual mostra que se as componentes ; e
x, forem expressas nessa base a soma vetorial resulta no vetor original, conforme
desejado:
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1. INTRODUCAO

Podemos expressar a condi¢ao de perpendicularidade para as bases como:

él

I

é2

te2
1

0
1.1.10

3]

Vejamos agora como representar as magnitudes x; e x5 em termos de z* e 22, Se
« representa o angulo entre as bases €; e é,, é possivel representar geometricamente
as componentes covariantes e contravariantes da seguinte maneira:

€2

+
[
—

Assim, podemos rapidamente concluir que

T '+ 7% cos o

To =72+ 7l cosa

Em seguida, devemos encontrar mais uma maneira de relacionar as bases co-
variantes e contravariantes, pois a condicao de perpendicularidade nada nos diz
sobre sua magnitude. Para isso, veja podemos representar o vetor na nova base,

em fllIlQéO das componentes covariantes, Como:
vV = j]lél + 57262

ou,

v = (7' + 7 cosa)e" + (7° + 7' cosa)&’

Se reescrevermos a expressao acima colocando as componentes em evidéncia,

obtemos
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1. INTRODUCAO

v =1 (e" + & cosa) + Ty(e% + &' cosa)

Em contrapartida, também ja vimos que podemos representa-lo a partir das
componentes contravariantes como:

Comparando as expressoes, vemos que as bases se relacionam por:

=1 | =2
e +e‘cosa=e
. ! (1.1.11)
e’ + e cosa= ey

Perceba que podemos calcular o produto escalar com €; na primeira equacao e
com &, na segunda, obtendo a segunda condicao que define a base reciproca:

(1.1.12)

Ou podemos tomar um caminho alternativo e solucionar o sistema, obtendo
uma relagao direta entre as bases:

-1 él é?
- .9 - N
sin” o tanoismoz (1.1‘13)
_9 €s €1
&2 —

sina  tanasin o

Vocé mesmo pode verificar que a solucao é consistente com as condigoes obtidas.

B FExemplo 1.3: No exemplo anterior haviamos obtido as seguintes compo-
nentes contravariantes:

E a base com a qual trabalhdvamos era
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1. INTRODUCAO

€1 = — €y
! + —
€2 = €1 €2
2 2
O angulo formado entre as bases é o = 57 /6, deste modo, as componentes
covariantes ficam:

_ _ _ om
T1=T ' +7%cos — =0
6
_ _ _ 5%
To =T+ T cos— =1
6
As bases, por sua vez:
_ € € _ _
el = —— = - = 4é; + 2V/3e,
sin“«  tanasin «
_ € el _ _
2= ) — ; :482+2\/§€1
sin“«a  tanasin o
Em termos das coordenadas cartesianas, elas ficam: I
€2
él = \/381 — €9 62
(1.1.14) —
~2
e =2e;
Se escrevermos o vetor em termos de suas compo- el
. 1
nentes covariantes obtemos:
v =18 + 1.8 = 1é (1.1.15)
Ao expressar a nova base a partir dos versores cartesianos
v =2e (1.1.16)

recuperamos a expressao original.

Agora, vejamos como as componentes covariantes do vetor se transformam.
A matriz de transformacao S, que gera um novo sistema {€;,€,} de coordena-
das covariantes também pode ser escrita a partir das projecoes da base no plano
cartesiano:
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1. INTRODUCAO

S Sa €1-€e €1-€
S = =1 _ _ 1.1.17
(512 Sa2 €2-€1 €3-€ ( )
Ou seja, podemos escrever:
N €1-e éez-e
(81 62) = (61 82) (él e, é2 ) 62) (1118)

Agora, supondo que a base contravariante é obtida a partir da base cartesiana
através de uma matriz de transformacao T, temos: (Arrumar matriz T)

1 1 1
. €1\ [(€e -e € -é e
(@)-r@)-@Ea aa)@) e

Resta agora obter uma relacao entre a matriz 7' e a matriz S. Uma maneira
simples de obter tal relacao é através do célculo do produto entre as matrizes T' e
S, fazendo uso das relagoes entre as bases covariantes e contravariantes, que foram
obtidas anteriormente. O produto entre as matrizes é dado por:

o

((él . 61)(61 . 61) + (él . 62)(61 . 62) (él : 61)(62 . 61) + (él . 62)(62 . 62))
TS =
(€% -e1)(€1-e1)+ (2 -ey)(€1-ex) (€% e1)(Ea-e1)+ (€% er)(Es-e3)

Sabemos que base cartesiana é ortonormal, portanto e; - e = 0 (e obviamente
e;-e; = 1). Essa informagao, somada com as expressoes que estabelecem a relagao
entre as bases covariantes e contravariantes, nos permite resolver as expressoes na
matriz. Através da condicao €'-&, = 1, por exemplo, podemos calcular o resultado
do primeiro elemento, pois podemos escreveros vetores €' e € na base cartesiana
como

. 61)61 + (él . 62)62
e = (él . 61)61 + (él . 62)62

Portanto, ao calcular o produto escalar a partir das expressoes acima, obtemos
a relagao:

(él . 61)(61 . 61) + (él . 62)(61 : 62) =1

Que é um dos elementos de (7'S). Aplicando o mesmo procedimento sucessi-
tivamente (Basta utilizar as trés relagoes restantes: el e=0,e?-eg=1=0c¢
e’-e; = 1), concluimos que a matriz resultante é simplesmente a matriz identidade!
Isto é,
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1. INTRODUCAO

TS =1

E por conseguinte, podemos concluir que:

T=8" (1.1.20)

Ou seja, a matriz de transformacao T' é o inverso da matriz S. Assim, a base
contravariante se transforma de maneira contraria a base covariante. Analoga-
mente, as componentes covariantes do vetor se transformam de acordo com S,

pois
(z' 22 (2) — (21 o) (2) (1.1.21)

Reescrevendo a expressao para a nova base:

@ s () = ) (2)

e finalmente concluimos que:

(z' z%) = (a1 2%)S (1.1.22)

® FExemplo 1./: Voltaremos agora ao exemplo 3, a fim de mostrar que as
relagoes matriciais obtidas sao equivalentes aos resultados geométricos. Ao
tentar obter a base contravariante a partir das relagoes matriciais

(;) = 5_1(2) = (\f _01) (2) (1.1.23)

él = \/§€1 — €9
é2 = 261

encontramos

(1.1.24)

Que coincide com o resultado do exemplo anterior. Também haviamos
calculado

_ 1 9 5% _ o _1 5
=T +Z COSF, To =2+ cosg

Mas as componentes contravariantes sao simplesmente,
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7! :\/gxl — 2

7% =22"

Ou seja, as componentes covariantes, escritas em termos das componentes
cartesianas, ficam

E portanto, fica claro que as componentes covariantes de fato se transfor-
mam de acordo com S

L (1.1.25)
2

A introducao das componentes covariantes também resolve o problema do
calculo do moédulo do vetor. Afinal, a norma de um vetor deve resultar em um
escalar, que numericamente deve ser o mesmo qualquer que seja a base utilizada.
Se definirmos a operacao como:

|| = vV r1at 4 zox? (1.1.26)

Obtemos os resultados corretos, independentes da escolha de base. Para o vetor
x = 2e; que foi utilizado previamente, por exemplo, temos:

|| = /212! + 922 = \/(2V/3).0 + 4.1 = 2

Conforme o esperado. A demonstracao nesse caso em particular no R? com o
qual trabalhamos é bem simples: veja que podemos escrever a expressao para a
norma do vetor no plano cartesiano como

‘$|2 = 171 + T2

Ou, em forma matricial:

x> = (21 22) <x1> (1.1.27)
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1. INTRODUCAO

Mas se usarmos as expressoes de transformacao encontradas, podemos escre-
ver a expressao acima em termos das componentes covariates e contravariantes.
Perceba que,

(ml xg) = (:El zf:g)Sfl

Substituindo na (1.1.27), a expressao se torna:

=1
2 - = —1a( %
\a:| = (1'1 .TQ)S S(Q)
x
Ou seja, a expressao para a norma fica simplesmente:

|z|? = 212" + 292° (1.1.28)

Isto é, se definirmos o produto escalar de dois vetores como o produto entre suas
componentes covariantes e contravariantes de um vetor, ele se mantém invariante
sob uma transformagao qualquer de coordenadas, em decorréncia do fato de que
elas se transformam de maneira inversa.

Convengao de Einstein

™ Definigao 1. Indices que aparecem duas vezes em um produto indicam que
hd uma somatoria implicita, cuja soma € realizada com respeito a esse mesmo
indice.

Usualmente os limites ficam subentendidos no contexto, caso contrario é feita
uma indicagao explicita sobre quais termos devem ser somados. Essa convencao
basicamente nos diz que estas duas notagoes sao equivalentes:

Como o indice i aparece uma vez em A;; e outra em x;, entao é com respeito
a ele que devemos realizar a soma. Os indices que aparecem somente uma vez
comumente recebem o nome de indices livres, e aparecem em ambos os lados
da equacao. Note que os indices repetidos nao aparecem no resultado final da
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1. INTRODUCAO

expressao. No caso acima por exemplo, a resposta final s6 contém o indice j nos
seus termos.

Também pode haver mais de um indice repetido na expressao, isso significa que
ha multiplos somatérios implicitos, como neste caso:

AiijkCik = Z Z Z Az]B]kaz

Assim, fica claro que essa convencao simplifica significativamente algumas ex-
pressoes que de outro modo seriam muito mais custosas de se representar.

Veja que a relagéo aij(z;+y;) = aijx;+a;;y; é valida, pois embora o indice 7 apareca trés vezes ao
longo de toda a equagao, ele aparece exatamente duas vezes em cada termo, isto é, nos produtos
a;;T; e a;;yi, e nessa caso j se trata de um indice livre. Agora, perceba também que em geral
nao é correto aplicar a distributiva em expressbes como a seguinte: a;;(x; + ;) # aijTi + aijY;.

P Além disso, é importante lembrar que ao contrario dos indices repetidos, indices livres ndo podem
ser substituido por outras letras, como neste exemplo A;;x; # A;rx;, se k # j.

1.3| Delta de Kronecker

( )
M Definicao 2. O Delta de Kronecker € definido como:

; > 0sei#7
bij = 0] = 0" = 7 (1.3.1)
1lsei=y
Sendo i e j nimeros naturais em geral. )

Podemos escrever o produto escalar a partir do Delta de Kronecker e com a
convencao de Einstein como

_ i
X'y= (Sijl' yj
Ou representar o trago de uma matriz:

Tr (A) = 5iinj

O uso do Delta de Kronecker, juntamente com a convencao de Einstein, pode
nos auxiliar na hora de escrever algumas expressoes, tornando o calculo mais ime-
diatado ou a notacdo mais compacta. As equagoes (1.1.10) e (1.1.12), que esta-
belecem as relagoes entre as bases, por exemplo, podem ser escritas como uma sé
férmula:

€; - ej = 5ij (132)
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Ou seja, essa ferramenta no permite reescrever a informacao anteriormente
contida em quatro equagoes em uma sé expressao desta vez.

1.4/ Simbolo de Levi-Civita
4 )

™™ Definicao 3. O simbolo de Levi-Civita é definido em trés dimensoes como:

1 se 15k € uma permutagao par dos inteiros 1,2 e 3
€ijk = § —1 se ijk é uma permutacao impar dos inteiros 1,2 e 3 (1.4.1)
Oset=3, j=koui=k

Com 1,7 e k representando numeros naturais de 1 até 3.

J

Uma permutagao é dita par (ou impar) se o nimero de inversdes ente dois
termos adjacentes na sequéncia que leva do estado final ao inicial é par (ou impar).
A sequéncia 312 é par, pois pode ser obtida a partir da sequéncia 123 através dos
passos 123 — 132 — 312. Ja a sequencia 321 é impar, pois é obtida por meio de
123 — 132 — 312 — 321. Assim, os valores nao-nulos do simbolo de Levi-Civita
sao

€123 = €231 = €312 =1 (14.2)
€132 = €321 = €913 = — 1

A seguinte figura pode ser ttil para determinar a paridade das sequéncias no
caso em que o simbolo de Levi-Civita possui trés indices.

N\ N\
5 12 3”__11
NN

Figura 4: Permutagoes pares a esquerda e impares a direita.

Também é possivel defini-lo em n dimensoes de maneira analoga, com os valores
dados a partir da paridade da sequéncia formada pelos indices. Nesse caso a figura
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acima deixa de ser 1til, mas podemos escrever a sequéncia inicial e final, ligando
por meio de uns tragos os nimeros iguais. A paridade do nimero de intersecgoes
¢ a mesma paridade da permutacao. Na figura seguinte é obtida a paridade da
sequencia 51342 partindo de 12345:

1 2

wo
.
(@

5 1 3 1 2

Figura 5: O numero de intersecgoes indica a paridade da permutacao. Como hé 6 intersecgoes
a permutagao é par.

Por ora o simbolo de Levi-Civita som trés indices sera o suficiente, pois nosso
tratamento nesse capitulo se limita ao R? e R?.

Trataremos agora de um exemplo cujo uso do simbolo se mostra bem pratico.
A primeira utilidade evidente do simbolo é no calculo de determinantes e produtos
vetoriais.

= FExemplo 1.5: O determinante de uma matriz 3 x 3 é dado por:

ay1(ageass — azzasy)+
det A =a12(ag3as — asass)+ (1.4.3)
a13(az1azs — azzaz)
Olhando para os indices coloridos na segunda posicao de cada sequéncia
contendo o produto de a, vemos que os termos sao positivos na sequéncias 123,
231 e 312. E negativos para as sequéncias 132, 213 e 321. Assim, podemos

reescrever a determinante de uma matriz de maneira muito mais compacta
utilizando o simbolo de Levi-Civita e a convencao de Einstein:

det A = €ijkA1;A2;j A3 (144)

Podemos aplicar esse resultado no calculo do produto vetorial entre dois
vetores & e y em coordenadas cartesianas. Sabemos que:
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€1 €y €3
xXy=|z! 2? 2* (1.4.5)
vty oy

Portanto, utilizando a nova notagao, reescrever a expressao para o produto
vetorial de maneira bem simples:

XXy= eijkxjykei (1.4.6)

1.5| Identidade de Levi-Civita

Existe uma relacao muito 1til entre € e 9, através da qual podemos deduzir outras
propriedades importantes ou utilizar para simplificar diversos calculos vetoriais.

4 )\
™ Resultado 1. Identidade de Levi-Civita

Vale a sequinte relagcao para o simbolo de Levi-Civita e o Delta de Kronec-
ker:

€ijk€itm = 0j10km — OjmOki (1.5.1)

Com a soma realizada com respeito ao indice i, de acordo com a conven¢ao
de Einstein.
\_ J

Note que o tnico indice repetido é o indice i, e s6 aparece no lado esquerdo da
equacao. Ja os indices 7, k, [ e m se tratam de indices livres, aparecendo em ambos
os lados da equacao.

B Ezxzemplo 1.6: Utilizaremos o resultado para provar a seguinte identidade
vetorial:

rx(yxz)=(x-2)y—(x-y)z (1.5.2)

Podemos escrever a expressao acima utilizando o simbolo de permutacao:

[z x (y x 2)] = €jnz;(y X 2)re; (1.5.3)

A k-ésima componente do produto vetorial de y e z é obtida de maneira
andloga (Note que dessa vez buscamos o escalar, portanto nao colocamos o
VErsor na expressao):
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(¥ X 2)k = €xim¥izm (1.5.4)

Substituindo na expressao inicial, encontramos

xx(yxz) = €iik€lmT ;Y1 Zm€;

Mas note que €;;, = €5, portanto podemos reescrever a expressao acima

xX(yxz)= €kij€klmT;Y1ZmE;s

e utilizar a identidade de Levi-Civita, a fim de obter

x X (y X 2) = (0a0jm — 0imdj1)TY12me;

Aplicando a distributiva, percebemos que para a primeira expressao

5z‘l5jm$jylzm€i
Os termos das somas sao nao-nulos se, e somente se [ =i e m = j, o que
faz com que a expressao se torne
OO BN 2B = BZnEs
Mas a soma zjz; ¢ simplesmente o produto escalar x -z e y;e; é o vetor y,
ou seja, podemos reescrever essa expressao simplesmente como:
0i0jmTYizme; = (X - 2)y (1.5.5)

E fazendo o mesmo para o segundo termo contendo os deltas, achamos

dimOjTiYiZme; = (X-y)z (1.5.6)

O que finalmente nos leva a identidade desejada:

[ % (y % 2)] = (010jm — 6im0))T;yizme; = (X-2)y — (X y)Z (1.5.7)

Resumo

e Vetores contravariantes se transformam de maneira inversa a base, isto
é, de acordo com a matriz de transformagao inversa

e Vetores covariantes se transformam da mesma maneira que a base, isto
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é, de acordo com a mesma matriz de transformagao
As bases reciprocas obedecem a relacao e; - € = 9
A norma de um vetor em uma base obliqua é dada por |[v|| = v;v’

Indices repetidos em uma expressao indicam uma soma, e aparecem em
somente um dos lados da igualdade. Indices livres aparecem em ambos
os lados da igualdade

O Delta de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita se relacionam através
da identidade €;x€iim = 0j10km — 0jmOk
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= Problema 1.1: Considere uma matriz de transformagao S que age sobre a
base cartesiana (ej, e3), gerando uma nova base obliqua (€&, €5):

1

1 —=

_ _ (e e 2

(&1 &) = (e 2)0£
2

i) Esboce a nova base no plano cartesiano.

ii) Considere agora um vetor = le; + \/562. Encontre as componentes con-
travariantes na nova base. Em seguida, faca um esbogo das componentes.

iii) Encontre base reciproca e as componentes covariantes. Faga novamente um
esbo¢o da nova base e das componentes.

® Problema 1.2: Suponha que a matriz de transformagao S agora é escrita

em forma geral como:
a b
S = (1.5.8)
c d

Mostra que a maneira alternativa de escrever a expressao de transformacao das
componentes covariantes

oxd
= 5

¢ valida. Faca o mesmo para a expressao das componentes contravariantes:

Zi

(1.5.9)

0
- Ot
® Problema 1.3: Verifique as seguintes identidades para o Delta de Kronecker

e para o simbolo de Levi-Civita:

! (1.5.10)

o i) djm; = x; e iii) ;€1 =0
e ii)d; =3 ® iV) €ijk€ijm = 20km
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¥ Problema 1.4: Mostre que os elementos de uma matriz C,,y,, resultante
da multiplicacao entre uma matriz A,,, e uma matriz B, sao ¢;; = a;;by;. Com
t=1,..m,j=1..,qek=1..p.

® Problema 1.5: Prove, utilizando a féormula obtida para determinantes de
matrizes 3x3, que vale a propriedade:

det(AB) = det(A) det(B) (1.5.11)

Use a relagao:

6ijkblibmjbnk = €lmn det(B> (1512)

Tente se convercer do porqué desta relagao ser verdadeira.

¥ Problema 1.6: Utilizando o simbolo de Levi-Civita e o Delta de Kronecker,
mostre que prodemos escrever o produto triplo como:

Tr1 To2 I3
z-(yxz)=|y1 Y2 U3 (1.5.13)
Z1 R2 23
® Problema 1.7: Verifique que
X W X%
(Xxy)-(wxz)—y'w vz (1.5.14)
® Problema 1.8: Tome ¢ como um escalar. Mostre que:
V x(Ve)=0 (1.5.15)
¥ Problema 1.9: Obtenha as identidades
V x (Vxv)=V(V-v)- Vo (1.5.16)
e
V-(vxu)=u-(Vxv)—v-(Vxu) (1.5.17)
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E comum, durante a construgao de muitos modelos, tratarmos diversos ma-
teriais como isotrépicos, isto €, consideramos que suas propriedades, como con-
dutividade elétrica e térmica, tensao e a polarizacao, sao independentes da sua
orientacao, pois num primeiro momento isso nos permite descrever os fenomenos
de maneira mais simples. Contudo, muitos materiais apresentam a propriedade
de anisotropia, que é basicamente o oposto da isotropicidade: suas propriedades
variam de acordo com a direcao.

Naturalmente, como o problema se torna mais compficado, devemos refinar
nossa maneira de estuda-lo. Faz-se necessario o uso de ferramentas mais podero-
sas, e com esse intuito podemos introduzir um novo objeto denominado tensor,
que é basicamente uma extensao do conceito de escalares e vetores. Ha diversas
maneiras de defini-los e interpreta-los, o que pode variar de acordo com seu campo
de interesse. E embora a principio todas essas interpretagoes parecam completa-
mente diferentes, é possivel mostrar que elas sao equivalentes. Além disso, suas
aplicacoes nao se limitam somente ao estudo de materiais e suas propriedades. Na
realidade eles possuem um dominio de aplicacao ¢ bem mais amplo, que vai desde
a algebra até a relatividade geral e a computacao.

c Uma situacao fisica na qual podemos ver que o uso de
tensores se mostra 1til é no estudo da condutividade
térmica em uma placa de quartzo. Um arranjo experi-
mental que demonstra o fendomeno pode ser contruido
a partir de duas secoes transversais removidas do cris-
tal, uma ortogonal ao eixo c e outro ortogonal ao eixo
a. Ao utilizar um filme de cristal liquido, colado a
placa de quartzo obtida, é possivel monitorar a distri-
buigao de temperatura ao longo da placa. Verifica-se
experimentalmente que a condutividade perpendicu-
lar ao eixo ¢ do cristal é menor do que a condutividade
paralela ao eixo.

No corte perpendicular a ¢ a distribuicao é homogeénea, portanto as curvas
isotérmicas tem forma circular. Ja na secao transversal paralela a ¢ a distribuicao
de temperatura obtida tem uma forma eliptica, o que mostra que a a condutivi-
dade térmica apresenta valores distintos para os dois eixos no plano, no caso, a
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condutividade perpendicular ao eixo ¢ do cristal é menor do que a condutividade
paralela ao eixo, o que faz com que o cristal seja aquecido mais lentamente na
direcao do eixo c.

Figura 6: Distribuicao de temperatura na placa de quartzo. Regioes de mesma cor indicam
pontos isotérmicos. A distribuicdo a esquerda representa o corte ortogonal ao eixo ¢, que cor-
responde ao plano zy. A distribuicdo a direita representa a distribuicdo de temperaura na secao
paralela a ¢, que corresponde aos eixos zx ou zy.

Na situacao isotrdpica, a relacao entre o fluxo de calor ® e a temperatura é
dada por:

®=kVT (2.0.1)

Onde k, a condutividade térmica, é simplesmente um escalar. Agora, se a
situacao ¢ anisotroprica, claramente, esta expressao nao ¢ mais valida se k£ é um
escalar. Afinal, se o calor de distribui de maneira diferente de acordo com cada
direcao, devemos ter uma expressao de fluxo para cada componente. A equacao
para a componente x do fluxo por exemplo, pode ser escrita como:

b, =k, . V., T =k, (8—T) T
Ox

Para o eixo y:

o7\ .
(I)y = knyyT = kyy (0_3/) Y

Com k,, = k,,, pois as condutividades sao iguais. E para o eixo z, também
temos uma expressao similar

P, =L, V. T=k, (8_T) z
0z
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Mas dessa vez com k., # k;, = ky,. Isso nos sugere que a expressao para o
fluxo pode ser escrita simplesmente como:

®=KVT (2.0.2)

Onde K pode ser representado por uma matriz! Em forma matricial, a equagao
fica

P, kew 0 0\ (VT
®,|=(0 Kk, o[V, (2.0.3)
P, 0 0  k.)\V.T

Desta vez, a expressao é condizente a observacao experimental, pois nos permite
obter componentes com valores distintos a partir do gradiente de temperatura. A
quantidade de K é denomidana tensor de condutividade térmica. As componentes
fora da diagonal principal sao nulas simplesmente devido & natureza do problema,
pois trabalhamos com um exemplo bem especifico. O tensor pode ter valores dife-
rentes para cada um dos seus nove elementos. Além disso nao é correto dizer que
um tensor é uma matriz. Na realidade tensores possuem caracteristicas proprias
bem definidas que nos permite indentifica-los, conforme veremos mais adiante.

Vejamos agora uma outra situagdo na qual Fus
também podemos utilizar um tensor. Considere
um bloco cubico. Um ponto em seu interior so-
fre a acao de forgas internas em diversas direcoes. | Jay
Imagine agora um corte transversal do cubo, orto-
gonal ao eixo x, conforme na figura ao lado. Na-
turalmente, ha acao de uma forca F,, na mesma
dire¢ao do eixo z. Contudo, também ha a pre-
senca de forcas F, e F, tangenciais ao plano yz, -
que sao geradas pela tensao de cisalhamento.

Esse tipo de for¢a pode fazer com que camadas de um material se desloquem
paralelamente umas as outras, e pode ser responsavel pela ruptura do solo, por
exemplo.

Tentaremos agora equaciona-las. Chamaremos a area da se¢ao acima como
A, = AyAz. A forga na direcao z, por sua vez, tem médulo f,,.. Como a tensao é
simplesmente a forca aplicada por unidade de area, podemos escrever a tensao na
face x devido a componente f,, como

Onde o primeiro indice de 7 indica o eixo ortogonal ao plano e o segundo indice
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indica a dire¢ao na qual a forca age. Agora, se considerarmos a componente f,, a
expressao para o stress é

A,

E por fim, para a forca agindo na direcao z:
e
rz AI

O mesmo pode ser feito para as outras faces, de tal modo que encontramos um
conjunto de nove quantidades no total:

Oz Oy Ogz
o= |0y Oy Oy (2.0.4)
Ozx Ozy 02z

Se escolhermos uma secao transversal arbitraria, como a da figura seguinte, que
possui um vetor unitario normal n a superficie, podemos escrever a componente x
da forca resultante como:

AF, = 0,5A; + 05y Ay + 0, A, (2.0.5)

Dividindo a equacao acima por A,, a drea da face ortogonal ao vetor normal,
obtemos:

Sy = OpaNy + OgyNy + 02n, (2.0.6)

<

Pois, em mddulo, a componente i do vetor normal é n; = A;/A,. Ou seja,
fazendo isso para todas as direcoes, obtemos a seguinte equagao matricial:
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Sx Oz Oy Oxz n,;
Syl =10y o0y 0y | |1y (2.0.7)
SZ sz Uzy O-ZZ nZ
Ou,
S=o0on (2.0.8)

Ou seja, precisamos de uma grandeza com 9 quantidades para descrever com-
pletamente o estado do cubo. O tensor o é comumente chamado de tensor de
tensoes.

Definicao

Introduziremos agora a abordagem classica de tensores, que os define a partir
da maneira como suas componentes se transformam sob uma mudanga de coor-
denadas. A definicdo moderna é mais sofisticada, e nos permite trabalhar com
resultados que possuem um maior grau de rigor e generalidade, além de fornecer
algumas interpretagoes geométricas uteis. A abordagem convencional, por sua vez,
¢ mais simples, e é facil enxerga-la como uma extensao de conceitos ja bem esta-
belecidos - a custo de certo rigor. Em situacoes mais praticas, também pode ser
bem mais conveniente utilizar o tensor com base em suas componente, por isso esta
abordagem ainda é amplamente utilizada, como na cristalografia. Nao sé isso, uma
certa proficiéncia no método das componentes pode tornar a construcao moderna
de tensores mais intuitiva.

Tensores de primeira ordem

Podemos agora retormar a discussao da primeira secao. Haviamos visto que as
componentes contravariantes de um vetor se transformam de maneira contraria a
base, enquanto as componentes covariantes se transformam da mesma maneira.

( )

™™ Definigao 4. Considere uma transformacao do tipo T = '(x', ..., x"), que
¢ diferencidvel e possui inversa x* = x'(z',...,x"). Um vetor contravariante
€ todo objeto cujas coordenadas se transformam de acordo com

oz
- Oar
Um vetor covariante por sua vez é todo objeto cujas coordenadas se trasfor-
mam de acordo com

=

V" (2.1.1)

» Tensores 31



2. TENSORES

ox”
oz’

Um vetor é chamado de tensor de primeira ordem. FEscalares por sua vez
sao tensores de ordem zero.

b = —1, (2.1.2)

Para se lembrar das formulas acima, perceba que o indice livre i sempre acom-
panha a variavel barrada. Além disso, se o vetor é contravariante os indices
ficam em cima e a variavel barrada se encontra no "numerador”. Para o vetor
covariante os indices ficam embaixo, e a variavel barrada no ”denominador”.
Vocé pode também verificar que essa definicao algébrica é consistente com todos
os calculos feitos no primeiro capitulo.

B FExemplo 2.1: Podemos mostrar que os diferenciais totais de uma funcao
se transformam de maneira contravariante. O resultado ¢ impediato pois a
transformagao de coordenadas é dada por z' = z%(x!, ..., 2"), logo o diferencial
total vale
) ) )

dzt = gil dz' + ..+ gzndx" = g;fj da’ (2.1.3)

Concliiimos dai que as componentes de vetores tagentes v; = dz'/dt & uma
curva x(t) também sdo contravariantes. Agora, mostraremos que o gradiente
é um vetor covariante. Imagine que o operador é aplicado sobre uma funcao
escalar f. Sua i-ésima componente é dada por:

of
ort

Ao aplicar a regra da cadeia, podemos reescrever a componente acima como

oif = (2.1.4)

~ oxd
Oif = %@f

ou seja, os operadores se relacionam por

0x' -

o que estabelece o carater covariante do gradiente.

0;
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O produto vetorial ¢ = a X b na realidade nao se trata de um vetor. Para mostrar isso, considere
uma transformagio de reflexio dos eixos, na qual ¥ = —z?, isto é 9z /0x* = —d;j. As componen-
tes de ¢ sao dadas por ¢; = €;;,a;b,. Se a e b sdo vetores, entao suas componentes se transformam
de acordo com a@; = —a; € b; = —b;. Assim, temos que & = eijkdjl_)k = € k(—aj)(=by) = ¢.
Ou seja, as componentes ¢; do produto vetorial nao se transformam de acordo com a lei de
transformacao de vetores covariantes ou contravariantes. Nesta transformacgdo em particular, o

[ vetor ¢ também sofre uma reflexdo, assim como as bases! Esse tipo de vetor recebe o nome de
pseudo-vetor ou vetor axial.

Dependendo do tipo de calculo a ser feito, utilizar a Jacobiana pode ser bem
pratico, como no exemplo seguinte.

= Exemplo 2.2: Suponha que v = (2z',32?) é um vetor contravariante em
R?, expresso em termos do sistema de coordenadas z’. Calcule o valor das
componentes v* se ¢é feita uma transformacao do tipo:

Tt =xla? £0
1
72 =2
—
Em seguida, repita os cédlculos e encontre as componentes v;, desta vez con-
siderando o vetor como covariante.

A Jacobiana da transformacao é

ort  0z! ) .
o' 0x? g v
J=19 =1 ! (2.1.6)
or?  0x° — T o
o o) @)

As componentes sao

-1 =1
. 0z I 6%1}2 (2.1.7)
7

rl

Substituindo pelos ementos da Jacobiana,

o' = 22(2z") + 2'(32°) = 5z'x?
B 1 x! T
v’ = E(le) — —

Ou,
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vt =5z, v =-7°

Agora, para encontrar as derivadas inversas, basta inverter a Jacobiana:

Ox? ox! 1 )
a2 a2 2|1 (2?)? (2.18)
oz! o2 2 a!

Assim, as componentes sao

= 1 2
2 2\2
_ T 1 (z%) 2
Uy = —(227) S (3x%)
ou,
P @—fl——%l
b 2r2" 0 2(z2)?

Também seria interessante mostrar que essa nova definicao de covariancia e
contravariancia nos permite obter as mesmas interpretagoes geométricas do pri-
meiro capitulo. Podemos fazer isso escrevendo um vetor v em um sistema original
de coordenadas (2!, z?%), com base covariante (ei, e;). Como construimos o vetor
como v = a”e,, as componentes a” claramente sao paralelas aos eixos. Basta agora
mostrar como elas se transformam, isto é, que sao covariantes. Num novo sistema
de coordenadas z; = z;(z1,z2) a expressao para o vetor fica

ox’
ox"

Mas originalmente haviamos escrito que v = a‘e;, podemos estabelecer a igual-
dade

—r =

v=ade,=

a”ei

i
a'e; = O a'e;
T T — 1
ox"
Ou seja, a componente contravariante se transforma de acordo com:
i
7 8x r
= a
ox”

0 que nos permite concluir que a componente é contravariante. Agora tenta-
remos mostrar que ao definir as componentes el e e; como perpendiculares aos
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eixos ey e el, respectivamente, poderemos resgatar as leis de transformacao das
componentes covariantes. Se chamarmos o angulo formado entre o vetor v e o eixo
e; de 6;, o valor da projecao ortogonal do vetor no eixo e; é

a; = ||v||||e;|| cosO; = v - e;

No novo sistema de coordenadas, a componente
fica

ox" ox"
= omver
Mostramos entao que as componentes a;, quando
definidas como as projegoes ortogonais ao vetor
v, sao covariantes.

a, =v-€e,

)=

+
[
—

Na realidade, ainda que o desenvolvimento do primeiro capitulo tenha sido
contruido em torno de situacoes bem especificas e nao se assemelha a construcao
que estamos fazendo agora, as ferramentas que estamos desenvolvendo nos permite
obter os mesmos resultados anteriores. A matriz de transformagao S do primeiro
capitulo por exemplo, é simplesmente a matriz Jacobiana J que usamos no tultimo
exercicio. O problema 1.2 por sua vez nos mostra que as transformagoes também
obedeciam as leis de transformacao covariante e contravariante que definimos nesta
segao!

Tensores de segunda ordem

4 )

O Defini¢ao 5. Um tensor contravariante de seqgunda ordem é todo objeto
cujas coordenadas se transformam de acordo com

_.. 0z 0x?

TV = " 2.1.9

ox" Ox* ( )

Jd um tensor covariante de seqgunda ordem obedece a lei de transformagao
_ ox" Ox*

oxt 0xJ ( )

Por fim, um tensor misto de sequnda ordem se transforma conforme

. a—i oxs

" — axr 8”ij; (2.1.11)

\ ror J
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B Exemplo 2.3: Mostre que o delta de Kronecker 5;'- é um tensor misto de
segunda ordem, mas 0% e J;; em geral nao sao tensores. Isto ¢, numericamente
05 tem o mesmo valor em todo sistema de coordenadas, o que nao acontece

para os outros dois tensores.

Escrevendo a lei de transformagao para o tensor misto:

=0 s

= 0z' Ox 5
K L v

Vemos que os termos nao nulos sao aqueles para os quais r = s, pela

definicao de ¢7, portanto

o 0T' 9z 07"

i
b Qxr oz oxd Y

Ao tentar fazer o mesmo para o tensor covariante obtemos

07" ox ,,  Ox' o)
" Ox 0z5 Ox° Ox*

Uma expressdo que nao necessariamente coincidird com a definicao 6% = 1
sei=jed’ =0sei#j.

5

Se ambos os indices variam de 1 até n podemos interpretar um tensor como uma
matriz T' de dimensoes n X n. Isso é particularmente 1til pois podemos reescrever
as equacoes de transformacao em forma matricial, que deixa muitos cdlculos mais
imediatos. Se utilizarmos a notagao J;; = 97'/0x7 a equagao (2.1.9) pode ser

reescrita como
R¥] rs
TV = J;y T s

Podemos reescrever .J;5 como um elemento da transposta da jacobiana JZ, pois
assim podemos interpretar o produto 77%.J;5 = T’"SJSTj como o elemento (T'J"),; da

multiplicacdo T J”.

Ty - T

: [T T
(0 - T :
: D [\ T
Ty - Ton

A expressao original fica entao:
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T = Ji(TJT),;

Agora, fica bem evidente que este tltimo produto J;,.(TJ7),; é simplesmente
um elemento (JTJ7);; resultante da multiplicagio JTJ” entre as trés matrizes.
Ou seja, é possivel escrever a lei de transformagao em forma matricial como

T=JTJ" (2.1.12)

desde que o tensor seja contravariante. Expressoes similares podem ser obtidas
para tensores covariantes e mistos.

= FExemplo 2.4: Se T é um tensor contravariante de segunda ordem que tem
coordenadas 7' =1, T2 = 2, T?! = 0 e T?*> = —1 no sistema de coorde-
nadas (z'), encontre suas componentes no mesmo sistema de coordenadas (Z*)
do exemplo 2.2. Por fim, calcule os valores numéricos no ponto (z', z?) = (3,1).

Vimos que

T=JTJ"
Portanto, basta substituir os valores nas matrizes

1
72 ol 22 L
_ 1 9 3
T — 1 x
= (1 _r (O —1) 1 a!

o) (22)? i 22

Encontramos, ao multiplicar:
x! 2\ ?
(22)? + 2z%x1 — (1?2 1-2 (—) + (—)
z! 2N\? 1 x! 2\
1+2(— — —2 - | =
2(5)+(5) ()
Ao substituir pelos valores numéricos obtemos:

- (-2 4
T:(16 —14)

Tensores de ordem arbitraria

Tendo definido tensores de primeira e segunda ordem s a partir da maneira como
se transformam, a definicao para tensores de ordens superiores é natural.

T =
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( )

™ Definicao 6. Um tensor contravariante de ordem p e covariante de ordem
q, também chamado de tensor do tipo (p,q), € um objeto que se transforma de
acordo com:

—i1 i 8‘“ 8"?’ oxst  Ox’a
1-:tp x €z x €z Tn...rp (2113)

J1---Jq rm o 71 Hydq  S1-8q
\ ox ox™ 0T 0T )

Assim como tensores sao representados pelo produto entre suas componentes
(que sao escalares) e as bases, podemos fazer o mesmo para os tensores, generali-
zando a ideia:

T=T)"7e®. Qe e ®. Qe (2.1.14)

O produto e; ® e;, chamado de produto tensorial, por ora pode nao fazer muito
sentido, pois ainda nao o definimos. A ideia sera formalizada no capitulo seguinte,
na construgao alternativa de tensores.

Num primeiro momento, podemos simplesmente considerar que este produto
define uma nova base. Ou seja, se no R? podemos determinar um vetor a partir de
duas bases distintas e; e e;, para um tensor de segunda ordem, que neste exemplo
consideraremos que é covariante, utilizamos quatro bases:

bi=e®e;, bh=e,Rey, by=ers®e;, by=er®ey

Veja que e; ® e; # ey ® e; pois este tipo de produto em geral ndo comuta.
Anteriormente interpretamos e; como uma matriz linha, seguindo o mesmo ra-
ciocinio podemos enxergar as novas bases e; ® e; como matrizes, definidas a partir
do produto matricial entre e; e e;:

RO

Ou seja, isso indica que as bases sao:

RO YNGR NN O L

Naturalmente essas bases nos permitem expressar o tensor corretamente, pois

(10 01 00 0 0\ (Ti T
T_T“(o o)+T12(0 o>+T21<1 O>+T22(0 1)_<T21 T22>
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Assim como os vetores, um tensor nao muda apds uma transformacgao de coor-
denadas, somente suas componentes (e as bases). Em outras palavras, o objeto T’
deve representar a mesma grandeza, independentemente do sistema de coordena-
das escolhido. Afinal, um tensor de condutividade térmica por exemplo, que age
sobre um gradiente de temperatura, deve resultar em um mesmo vetor de fluxo
de calor nao importa o sistema de coordenadas utilizado. O que muda ¢é simples-
mente a representacao que escolhemos para determinar tais grandezas. Ao longo
do resto do capitulo abandonaremos essa representacao, pois neste momento s as
componentes serao de interesse. O assunto sera retomado no capitulo seguinte.

2.2 Operagoes elementares com tensores

Combinacao linear

A combinagao linear entre dois tensores T e S do tipo (p, ¢) resulta em um tensor
de mesma ordem.

(aT + BS)jr = T + BS)L (2:2.1)

Produto externo

O produto interno entre dois tensores T e S é o nome dado a operacao:

ipkt ke i1 Lk
(TS = Ty Siti (2.22)

7
j1~--qu1-~~ls

que gera um tensor de ordem (p +r,q + s).

Contracgao

A contracao consiste em igualar dois indices arbitrérios i, e jg de um tensor, sendo
um covariante e o outro contravariante, realizando a soma conforme a convegao.

(T")
Sendo ¢, = jg = k, com a soma sendo realizada com respeito a u, obviamente.
Como vocé pode ver, a operacao resulta em um tensor de ordem (p — 1,q — 1).

1-0p—1 — T'Lluzp (223)

)
J1.Jg—1 — T J1.-U..]q

Produto Interno

O produto interno entre dois tensores consiste em igualar um indice contravariante
o de um tensor a um indice covariante jg de um segundo tensor:

(T - §)it-in 1ok o vty gk (2.2.4)

1...qu1...l571 l1ul5
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O que também resulta em um tensor de ordem (p — 1,q — 1).

= FExemplo 2.5: Se T; ¢ um tensor misto de segunda ordem, calcular o trago
da matriz que representa T' é equivalente a contrair o tensor, pois:

T(T)=T"=T +.. +T" (2.2.5)

Que resulta em um escalar (tensor de ordem 0).

Vale apontar que produto interno entre dois tensores é equivalente a contragao
do seu produto externo, conforme o diagrama.

Produto Interno

B idp—1ki .k
.71 Jq? Sll s S T)jl Jali-ls—1

Produto exm Atra(;ao

11 Lipkt...
.71 Jql1-- lb

Ou seja, o trago da matriz no exemplo acima, é o mesmo que a contracao do
tensor misto obtido a partir do produto externo entre um vetor covariante e um
vetor contravariante.

= Ezemplo 2.6: Se v é um vetor contravariante e u; é um vetor covariante,
o seu produto interno resulta em um tensor misto de segunda ordem:

(vu)i = v'u; = T; (2.2.6)

Podemos inclusive, interpretar a operagao em forma matricial. Como v é
uma matriz coluna e v uma uma linha, podemos representar o produto externo
simplesmente através da multiplicacao matricial entre os vetores:

SN Lo PR LS -

Repare também que o produto interno entre v e u é v'u;, que corresponde
a contracao do tensor T', o produto externo entre w e v, pois essa operagao
também resulta em 7T} = v'y;. Podemos entdo interpretar o trago como um
operador que ”converte”’um produto externo em um produto interno, pois
Tr(vu) =u-v.
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2.3 Regra do quociente

E importante que sejamos capazes de identificar grandezas tensoriais em uma
equacgao. Para isto, podemos utilizar a regra do quociente, que a partir do produto
externo ou interno estabelece o carater tensorial de um objeto. O teorema basica-
mente nos diz que se S é um tensor e o produto T'S resulta em um terceiro tensor
U, entao T também corresponde a um tensor.

4 )
™ Resultado 2. Se o produto entre um dado conjunto de elemtnos e um
tensor resulta em um tensor, entao os objetos em questao constituem um ten-
sor. Em outras palavras, se S e U sdo tensores do tipo (m,n) e (p+m,q+n),
respectivamente

T?l...?jslljl'::iim _ Ujl...ipkl...km (2.3.1)

J1..-J 1.Jgli-dn

entao T' € um tensor do tipo (p,q).

J

A demonstracao é simples. Se S e U sao tensores entao sua transformacao
obedece

vk, 0T OzEm Qg Qo

Sl 1 - “ee T e — Sthum
Leetn Oxtr 7 Qatm Oxh T Qe "H1Un
L 511 =1 =k =k s1 s u u
U?l...z‘pkl...km _ 8:1: (91: P al' ! 856 " 8LU a$ ! 8':6 ! 837 " r1..7pt1...tm
Jredaliedn = ure ™ Ggre Ot Dt Ozt Ogda OTh T G S1e-Satin

Ao barrar os termos da (2.3.1) e utilizar as duas igualdades acima podemos
mostrar que T se transforma como um tensor, pois

J1---Jq = Yiideidn

fica

m axul /axﬁ»j__ﬂlzp _

m Ozt Qe Ozt Qx>
T Qxtm Oz QzIa-OT T Ot

t1...t
S

i1 Py} k1
UT’l...Tptl...tm ax ax P 8,17

81...8qU1...Un axrl "'axrp

Os termos indicados se ”cancelam”, e obtemos:

. 71 7l s1 s
Gttt Pildp _ [rr1rptietm oz O dx*  Ju
Ul...Un ™~ J1---Jq 81...8qU1...Un axrl "'axrp a,fz'ﬁ ai,]q
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r1...Tpt1...L T1...T ~ . ’
Como Us,souyaun = St T4 sr , a equacao acima se reduz a:

o =11 s S1 s
Sy _ oz Oz Oz Oae .
Jieda Qg Qe QT Qe St
O que evidencia a transformacao tensorial do objeto. Também podemos usar a
regra do quociente a partir do produto internos entre tensores, um exercicio com a
demonstracao se encontra no final do capitulo. Por ora enunciaremos o resultado:

(2.3.3)

4 )

™ Resultado 3. Seja S* um vetor contravariante e U;:Z’ Se
i1...9 k __ rri1..t
s = U (2.3.4)

entao T;f;;’k é um tensor de ordem (p + 1,q). Em outras palavras, se

o produto interno entre T e um vetor S resulta em um tensor U, entao T
também apresenta cardter tensorial.

J

O exemplo a seguir ilustrara um dos usos do teorema.

B Exemplo 2.7: O produto interno entre a forca e os deslocamento nos fornece
o trabalho realizado dW = Fdx’. Como o deslocamento infinitesimal dz® é
contravariante e o trabalho dWW, ao aplicar o teorema do quociente concluimos
que F = F; é um vetor covariante.

2.4 Tensores Simétricos

Muitos tensores apresentam carater simétrico, portanto veremos esta definicao com
mais detalhes. A definicao para tensores de segunda ordem é trivial, no entanto
vale a pena definir a simetria para tensores de ordens superiores. Além disso,
comumente sao empregadas técnicas que decompoe um tensor em componentes
simétricas a assimétricas, portanto vale a pena estudar este procedimento.

Simetria de tensores de segunda ordem

™ Definigao 7. Um tensor de sequndo ordem € dito simétrico quando a matriz
que o representa € iqual a sua transposta, isto é, se TT = T. Analogamente,
quando TT = —T o tensor é chamado de antissimétrico.

Em notagao indicial equivale a dizer que tensores que satisfazem T;; = T}; sao
simétricos, e tensores que satisfazem T;; = —Tj; sao assimétricos.
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Um tensor pode ser decomposto em uma parte simétrica e uma parte as-
simétrica:

1 1
Tij = Ty + T = (T + Tja) + 5(Ty — Ti) (2.4.1)

Onde indices envoltos por parénteses indicam simetria, e indices escritos entre
colchetes indicam assimetria. Como ha 3! permutacoes para os indices em um
tensor de terceira a ordem, a construgao fica:

1
Tiijry = g(ﬂjk + Tii + Tyir + Tii + Thij + Thji) (2.4.2)
Pois assim o valor de T(;;) nao muda nao importa a troca de indices realizada.

O tensor antissimétrico correspondente é:

1
Tijr) = g(ka + Tiki + This — Ting — Tjir. — Thji) (2.4.3)
O que faz com que haja uma mudanga de sinal para troca entre dois indices ad-
jacentes (p. ex. Tijx = —Tjie) = Tjijy)- Como essas relagoes valem para todos os

indices os tensores T(;;x) e 1];jx sao chamadas de completamente simétrico e com-
pletamente assimétrico, respectivamente. O processo também pode ser realizado
com respeito a somente dois dos trés indices, como no exemplo a seguir:

1
gy = §(Tz‘jk + Tjir)

Este tensor é simétrico em relagao aos dois primeiros indice mas nao é comple-
tamente simétrico.

Simetria de tensores de ordem geral

A construcao é analoga para um tensor de ordem n.

( )

™ Definicao 8. A parte completamente simétrica 1(;, i,y de ordem n é dado
por

1
Tiy.in) = o Z T5(1)...0(n) (2.4.4)
o tensor completamente antissimétrico por sua vez, € contruido como
1
Tjiy.in) = nl Z sgn(0)To(1)...o(n) (2.4.5)
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Apesar da notacao ligeiramente mais complicada o seu significado é bem sim-
ples. o(1)...0(n) representa uma permutacao qualquer dos indices, portanto o
somatorio com respeito a ¢ indica que somamos todas os arranjos possiveis da
sequéncia i1...7,, dividindo o resultado pelo nimero de permutacoes n!. A cons-
trucao do tensor antissimétrico praticamente a mesma, porém a paridade da per-
mutacao é levada em conta: sgn(o) = 1 para permutagoes pares e sgn(o) = —1
para permutacoes impares.

Tensores mistos ndo podem ser decompostos dessa maneira para qualquer transformagao de
coordenadas. Se definirmos SJZ- = TJ? + Tij, a grandeza S nao apresenta cardter tensorial, pois:

. ozt dz® oz dx” =2
Y4 TY = T _T2 £ S
s T Ox" 0x3  °  Oxs Ozt " 755

@ Essa equagdo s6 é valida quando os tensores sio cartesianos (Problema 2.7).

Densidades tensoriais

Os tensores sao na verdade um subconjunto de uma classe maior de objetos: as
densidades tensoriais. Nao serd nosso foco descrever estes objetos, porém vale ao
menos estuda-los brevemente devido a sua gama de aplicagoes . Dois exemplos
ja bem conhecidos sao o simbolo de Levi-Civita e o vetor resultante de um pro-
duto vetorial. Ademais, densidades tensoriais também descrevem transformagoes
de elementos de volume apés uma mudanca de coordenadas, o que as torna parti-
cularmente importantes em geometria diferencial e relatividade geral.

4 )

™ Definicao 9. Uma densidade tensorial T de ordem (p,q) e peso W se
transforma de acordo com

09?“ 8_Q_jip oxrst  Oxsa
v T1...T

000 - TLool/p 251
ox™ QOx™ 0xr  OFla 7;1...sq ( )

% onde det J é a determinante da matriz Jacobiana.

Tk = det(J)

J

Quando o peso é zero, obviamente a lei de transformacao acima se reduz a lei
de transformacao usual de um tensor.

= Exemplo 2.8: Mostre que €;;;, se transforma como uma densidade tensorial
de peso 1 e de ordem (0, 3).
Utilizaremos a identidade dada no problema 1.5:

Erstbribsjbtk = €ijk det(B)

Se tomarmos os elementos b como:
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B ox”
- OF

fica claro que B = J~!, e a identidade se torna

bri

0" 0 0’
0z 01 Ok "

Como det(J 1) = 1/det J, a equacdo acima pode ser reescrita como

= Eijk det(J_l)

r s t
v’ 02" v et J (2.5.2)

Eoip =
ik = 9z 0z OTF

Conforme queriamos mostrar.

No préximo capitulo, apds nos equiparmos com o tensor métrico, mostrare-
mos como ”converter’ densidades tensoriais em tensores e como relaciona-las com
elementos de volume.

Propriedades

Combinacao linear

A combinacao linear entre duas densidades tensoriais de mesma ordem e peso gera
uma densidade tensorial do mesmo tipo.

Produto externo

O produto interno entre duas densidades tensorais 7 e S de pesos W e V é

(Ts)il---ipkl---k'r‘ = Tﬁlzpslk]illfr (253)

jl---qul---ls j1-~-Jq

que gera uma densidade tensorial de ordem (p 4+ r,q+ s) e peso W + V.

Contracao

Segue a mesma regra de contracao de um tensor:

(T/)il...ipfl = 7-41---u---ip (254)

Ji--Jg—1 J1.-U.. g

O que resulta em uma densidade tensorial de mesmo peso mas de ordem (p —
1,g—1).

Produto Interno

O produto interno entre duas densidades tensoriais de pesos W e V/,
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(T ) S)il---ip—lkl---k'f' = 7-41~~~U~~-ip8k1~~kr (255)

G1edqliods 1 1.7 1. ds

resulta em uma densidade tensorial de ordem (p — 1,¢ — 1) e peso W + V.

B Fxemplo 2.9: Usando as propriedades acima podemos ver que o determi-
nante de um tensor contravariante de segunda ordem resulta em uma densi-
dade tensorial de ordem 0 e peso 2. Haviamos visto que este tipo de tensor
se transforma de acordo com T = JTJ?. Se utilizarmos as propriedades
det(AB) = det(A) det(B) e det(A) = det(AT) concluimos rapidamente que:

det(T) = det(J)*det(T) (2.5.6)
Portanto W = 2.

Resumo

e Tensores contravariantes de segunda ordem se transformam de acordo
com Teontra = JTJ. Tensores covariantes e mistos obedecem

Tcov = (J_I)TTJ_I e Tmisto = JTTJ_]'
respectivamente. (Problema 2.4)

e Calcular o produto interno entre dois tensores é equivalente a contrair
seu produto externo

e O delta de Kronecker é um tensor misto de segunda ordem, o simbolo se
Levi-Civita é um pseudo-tensor de ordem (3,0) peso —1 ou ordem (0, 3)
e peso 1. (Problema 2.11)

e Densidades tensoriais se transformam de maneira similarar aos tensores,
a tnica diferenca é um fator det(J)" extra que multiplica a expressio.
O real W recebe o nome de peso.
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= Problema 2.1: Se os dois elementos de uma base covariante sao e; = (1, 2)
e eo = (3,0), calcule as quatro bases e; ® e;.

® Problema 2.2: Mostre que podemos definir o produto interno como u-v =
u;v'. Basta mostrar que o resultado é um escalar e que valem as propriedades do
produto interno para a operacao.

® Problema 2.3: Mostre que se T' é um tensor simétrico e S é um tensor
antissimétrico vale a identidade

T9S;; =0
= Problema 2.4: (Tensor Calculus; Synge) Mostre que
0 0

oxs " Qar *

Corresponde a um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem.

= Problema 2.5: Mostre que as leis de transformacao para tensores mistos e
covariantes podem ser escritas como

T=JTJ "', e T=(JH'TJ"

respectivamente.

® Problema 2.6: Prove que se um tensor contravariante de segunda ordem é
representado pela matriz T de dimensodes n x n, entdo sua matriz inversa S = T
define um tensor covariante de segunda ordem.

= Problema 2.7: As componentes de um tensor misto de segunda ordem sao
Tin =1, T =1, Tyy = 2 e Ty = 0. Calcule suas novas componentes apds a

mudanga de coordenadas z' = 2! + 22 e 7% = $(2')?, com z! # 0. Tome z' = 2.

® Problema 2.8: A densidade de corrente pode ser obtida a partir do campo
elétrico por meio de J = o E, ou

Ji = UijEj (257)
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Contudo, também podemos relacionar as duas grandezas a partir do tensor

de resistividade elétrica, pois E = pJ, ou seja p = o~ !. Considerando o caso

bidimensional, encontre as componentes do tensor de resistividade a partir das
componentes do tensor de condutividade.

= Problema 2.9: Mostre a contragao de um tensor misto de segunda ordem
é um invariante.

= Problema 2.10: Prove que se a contragao de um tensor fosse realizada com
respeito a dois indices do mesmo tipo o resultado nao obedeceria a lei de trans-
formagao de um tensor.

B Problema 2.11: Demonstre o resultado 3.

® Problema 2.12: O momento angular pode ser calculado a partir da ex-
pressao

L=rxp=m[rx(wxr)] (2.5.8)

Sabendo que L = Iw, isto é L; = I;;w;, mostre que as componentes do tensor
de inércia I sao calculadas a partir de

L; = m(5§»rkrk — i) (2.5.9)

® Problema 2.13: Calcule as componentes do tensor de inércia de um cubo
de lado a. Tome a origem em um de seus vértices. Neste caso em que a distribuicao
de massa é continua vocé pode usar a equagao acima como:

lij = /(5;7%7’14 — rirj)dm (2.5.10)

® Problema 2.14: Mostre que o produto escalar ¢ = a x b é uma densidade
tensorial de peso W =1 e ordem (0, 1).

= Problema 2.15: Prove que €7* tem peso —1.
® Problema 2.16: Mostre que

¢ =(axDb) (cxd) (2.5.11)

tem peso 0. Entenda - como o produto interno.
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3.1 O tensor métrico e a primeira forma fundamental

Vimos no primeiro capitulo que a maneira a qual estavamos habituados a calcular o
produto interno nao era exatamente a mais geral. Devemos entao buscar maneiras
distintas de calcular distancias, dreas e volumes, que funcionem para sistemas de
coordenadas arbitrarios. Entra em cena a ideia de tensor métrico, que surge de
maneira bem natural neste contexto da geometria diferencial - inicialmente na
equacao da primeira forma fundamental, que simplesmente nos diz como é possivel
calcular distancias. Apds nos equiparmos com esta ferramenta seremos capazes de
calcular angulos, areas e volumes, generalizando alguns resultados ja conhecidos
do célculo no R™.

Para encontrar uma expressao geral para um elemento de arco ds considerare-
mos uma curva -y, que é expressa parametricamente em coordenadas cartesianas
como

v(t) = (2 (1), ..., 2"(1)) (3.1.1)

ou vetorialmente, como v = z'e; + ... + 2"e,, sendo e; uma base ortogonal.
Num nova sistema de coordenadas essa curva é escrita da seguinte maneira

1(#) = (@ (), ooy 7 (1) (3.1.2)

cuja expressao vetorial agora vale v = z'e; + ... + "€, sendo €; uma base
geral. Podemos escrever o comprimento infinitesimal de arco deste modo:

ds* = d - dv (3.1.3)

O diferencial de 7, na base barra, é expresso como

_ 0

x’r‘

d~y dz" (3.1.4)

Assim, a expressao para o comprimento fica

ds® = (g;dxi) : (%dﬂ) - <§;) : (%) Az di (3.1.5)
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Os diferenciais dz" e dz® sao componentes de um vetor contravariante, assim,
seu produto constitui um tensor covariante de segunda ordem. Exigeremos agora
que o elemento ds seja um escalar, o que é natural pois se trata de uma medida
de comprimento, que deve ser a mesma em todo sistema de coordenadas. Pelo
teorema do quociente concluimos que a quantidade

(o) ()

¢ um tensor covariante de segunda ordem, pois seu produto com dois vetores
contravariantes resulta em um escalar. Obteremos agora uma expressao para esse
tensor, que nao seja escrita em termos de . Veja que no sistema ortogonal podemos
escrever v = z¥e;, = x'e;. Substituindo nas derivadas parciais:

v\ (o _axkﬁxle o
oz') \ozi) ~ oziom

O dltimo passo consiste em utilizar a ortogonalidade da base ey - e, = 0y, 0
que nos permite obter uma expressao para o tensor, que denotaremos como g;;:

_ Oa¥ 92k

9= bz 0w

Este objeto recebe o nome de tensor métrico. Perceba que podemos escrever o
tensor a partir de J, pois

(3.1.6)

Ozt O
8;- = U = [T i e 5= (T

0T’
por conseguinte !

G=JHJgt (3.1.7)

Isto é, a matriz que representa é simplesmente o produto entre a transposta da
Jacobiana (inversa) e a prépria Jacobiana (inversa). Também podemos expressar
o tensor métrico em funcao das bases, pois como

() (2
Y= \ow ) \ow

Basta escrever v como Z*€&,, pois assim a expressao acima se reduz a:

TAlguns autores definem a Jacobiana de maneira inversa J ' — J, que deixa a equacdo na
forma G = JTJ7
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oz* o
9ij = (821 ék) . <8—§jéz) = 6;0;(&x - &)

O que nos permite concluir que o tensor métrico pode ser calculado a partir do
produto interno usual entre as bases:

(3.1.8)

gij = € - €;j

A expressao acima deixa claro que g;; ¢ simétrico. Por fim obtemos, através
da (3.1.5) e da (3.1.6), o seguinte resultado.

-
™ Resultado 4. A primeira forma fundamental

Dada uma curva y(t) = y(x'(t),...,x"(t)) em uma superficie S, o compri-
mento de arco € dado por

ds® = g;jdx'da’ (3.1.9)

sendo g;; uma componente do tensor métrico. Esta forma quadrdtica é
chamada de primeira forma fundamental.

J

Ou seja, conhecer a métrica de um espaco nos permite inferir varias de suas
propriedades. Uma das principais vantagens é que podemos obter diversos resul-
tados algebricamente, que geometricamente seriam dificeis ou impossiveis de se
conseguir.

B Fxemplo 5.1: Encontre uma expressao para ds em coordenadas polares.
A inversa Jacobiana é dada por:

Ooxr Oz
1 _|or 00|  [cos§ —rsinf
= oy Oy | <sin9 TCOSG) G110
or 00
Pois z = rcosf e y = rsinf. Assim,
cosf —rsind cos sin 6 1 0
G= (sme rcos ) (—rsin@ TCOSG) o <O 7"2) (3.1.11)

Deste modo, o elemento de arco em coordenadas polares é dado por:

ds® = dr® + r*df®

(3.1.12)
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O tensor representado pela matriz inversa G~' tem elementos ¢ e recebe o
nome de tensor métrico conjugado, pois apresenta propriedades andlogas ao tensor
métrico g;;. E possivel mostrar que suas componentes sao dadas por:

i as
gi—g.g =200 (3.1.13)
oxk Oxk

Notamos entao que o tensor g é contravariante de segunda ordem. Esse resul-
tados mostram puma das razoes pela qual o tensor métrico é tao importante: ele
descreve a relacao entre as bases canonicas de um sistema de coordenadas.

Manipulacao de indices

Uma das principais propriedades do tensor métrico é a conexao que ele estabelece
entre as componentes covariantes e contravariantes de um tensor. 2

Podemos expressar um vetor a partir das coordenadas covariantes como v =
v;e’. Calculamos em seguida o produto interno de ambos os lados da expressao

com e;, pois €' - e; = 1 (Sem soma). Entao naturalmente

b= e (3.1.14)

Mas o vetor também pode ser escrito por meio das coordenadas contravariantes,
pois v = v’/e’. Se substituirmos na expressao acima obtemos

v, = (Vej) e, =v'(e; - €)
Como g¢;; = € - e; a expressdo acima fica
V; = gijUJ (3].].5)

Por razoes andlogas vale

o' = gv; (3.1.16)

B FExemplo 3.2: Voltaremos agora aos exemplos 1.2 e 1.3, pois poderemos
ilustrar como essa relacao entre as componentes através do tensor métrico por
meio de um exemplo numérico.

Haviamos visto que a base covariante era dada por e; = (0,—1) e e; =

2Numa linguagem um pouco mais rebuscada dizemos que ele estabelece um isomorfismo entre
o espaco vetorial T, e seu espaco dual T', mas nao se preocupe com esses termos neste momento,
isso simplesmente nos diz que por meio da métrica podemos associar vetores aos covetores, ou
duais, de maneira bijetiva.
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(%, %g) Também fomos capazes de calcular as componentes do vetor, que
valiam v! = 2v/3 e v = 4 no caso contravariante, ou v; = 0 e vo = 1, no
caso covariante. Mostraremos agora que por meio da métrica deste sistema de
coordenadas é possivel fazer uma ”conversao”direta entre as componentes. A

métrica que corresponde & nossa escolha de eixos é

(e e &) (1 =32
9=\ - 5 s |= \/—
€y, € €5-86y 3/2 1
Como escolhemos um sistema de coordenadas obliquo, é natural que surjam
componentes nao diagonais na métrica. Além disso, sua diagonal é tnitéria
pois escolhemos uma base normalizada. Agora, basta dispor as componentes

contravariantes em um vetor coluna, pois assim as componentes covariantes
sao dadas, numericamente, através de uma simples multiplicacao matricial

(s 77) ()= ()

Ou seja, as entradas da matriz resultante correspondem as componentes
covariantes do vetor v. Tal equacao corresponde simplesmente a relacao v; =
gi;v? em forma matricial.

3.1.2 Produto Interno

Com as relacoes acima seremos capazes de definir um produto interno a partir do
tensor métrico, s6 necessitamos de mais um resultado. Veja que podemos escrever
a (3.1.9) em forma matricial como:

ds® = de” Gdx

Se estamos trabalhando em um espago Riemanniano, que por definicao tem
sempre ds? > 0, entdo a equacao acima nos diz que a matriz que representa o
tensor métrico é positiva-definida, pela prépria definicio. 3 Assim, é possivel
definir o produto interno como:

(u-v) =uv = gijuivi = gijuivj (3.1.17)

3H4 métricas que ndo obedecem essa regra. Quando estabelecemos a exigéncia de que a
métrica é simplesmente nao-degenerada (isto é det G # 0), permitindo que ela adote valores
negativos, estamos nos referindo & um espago Pseudo-Riemanniano. Um exemplo é a métrica de
Minkowski da relatividade restrita, que tem coeficientes gi1 = ga2 =4 3 =1 € goo = —1. Ou seja,
no espaco de Minkowski podemos ter ds? < 0.
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Vocé mesmo pode checar que valem as propriedades de produto interno. *
4 )
™ Resultado 5. O angulo entre dois vetores u e v é:
cosf = 149 (3.1.18)
][}
cujas normas sao definida por ||ul| = \/(w- u) e ||v]| = /(v- v).

J

Os célculos sao feitos basicamente das mesma maneira como sao efetuados no
espaco euclidiano, a tinica diferenca evidente é o uso da métrica no produto interno,
como no exeemplo sequinte.

= Ezemplo 3.3: Considere os vetores v = 2v/3€! + 4&2 e u = 3&2. Usando a
métrica do exemplo anterior, calcule o produto interno por meio de matrizes.
Podemos arranjar a equagao para o produto interno matricialmente, como

(u-v) = (2V3 4) (_\/15/2 —x/lﬁ/z) (g) 3

Os modulos sao ||ul| = 2 e [jv| = 3. Por- &5
tanto:
cosf = 1
2 u

O angulo formado entre os vetores vale 60 P
graus. Os vetores sao representandos ao lado,

na base correspondente a métrica utilizada. + v

€1

Gracas a métrica somos capazes entao de calcular o médulo e o angulo entre
vetores mesmo em uma base nao-ortogonal!

4Vale ressaltar mais uma vez que assim como na secdo anterior, perdemos rigor matematico ao
trabalhar com todos esses conceitos sem nos apoiarmos nas ideias de variedades, espago tangente,
produto tensorial, etc. Um exemplo de abuso de notagao que cometemos é na equagao da primeira
forma ds* = g;jdx'dx?, que de maneira mais rigorosa deveria ser escrita como ds?g;;dz’ @ dz7,
com ® representando o produto tensorial. Além disso, quando nos referimos & ”espagos Rieman-
nianos” por exemplo estamos na verdade fazendo uma grande simplificacao, a maioria das obras
modernas na literatura aborda o assunto sob o ponto de vista de variedades, que a grosso modo
sao uma formalizacao e generalizagao do conceito de superficies.
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A partir da métrica também somos capazes de determinar as trajetorias ortogo-
nais a uma dada curva em um certo sistema de coordenadas. A vantagem evidente
em realizar uma mudanca de coordenadas neste tipo de problema é simplificacao
que podemos fazer em relacao as equagoes diferenciais associadas as curvas bus-
cadas. No exemplo seguinte, no qual buscamos a curva ortogonal a um cardiodide,
o uso de coordenadas polares geram equagoes bem mais compactas em relagao ao
que obteriamos através de um sistema cartesiano.

® FExemplo 3.j: Encontre a curva ortogonal ao Cardidide, parametrizado
através de 0(t) = (t), cuja equagao é dada por
r(t) = ¢(1 4 cost) (3.1.19)

A condicao de ortogonalidade em um espaco nao-euclideano é a mesma a
qual estamos habituados - os vetores tangenciais as trajetérias no ponto em
que elas se cruzam devem perpendiculares, isto é, seu produto interno deve ser
zero. O vetor tangente ao cardidide, é

vp = (dr/dt,df/dt) = (—csint, 1)

O vetor tangente a trajetéria que procuramos é parametrizado por ur =
(dr/dt,df/dt). Como j& sabemos a métrica para coordenadas polares basta
igualar o produto interno a zero:

(v - ur) = (—csint 1) ((1) TOQ> (gg%) =0

As multiplicagoes matriciais acima resultam em

dr do

Cﬁ ~ sinf
Substituindo ¢ por r/(1 + cost), através da equagao do Cardidide, a EDO
fica

d 1 t
dr _ 1+ cost

r sint
Podemos entao usar a identidade

t sint
tan | = | = ——
(2) 1+ cost

Pois assim a EDO acima fica:
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dr dt

r  tan (%)

Apods integrar por subsituicao obtemos:

Inr = 2Ilnsin (%) +1Ink
Ou,

r=ksin?=
2

Utilizando mais uma identidade trigonométrica finalmente obtemos

r=Fk'(1—cosf)
Com k' = k/2.

Figura 7: A trajetdria ortogonal a curva r = ¢(1 4 cosfl) também é um carddide, mas das
forma r = ¢(1 — cos ), que parece espelhado em relagdo ao eixo y.

Vale frisar que o fato de termos exigido que a métrica seja positiva definida nos
garantiu que as normas dos vetores sejam sempre nao-negativos e que o cosseno
dos angulos na (3.1.18) esteja confinado no intervalo [—1,1]. Em métricas nas
quais nao estabecelemos esta exigéncia podemos ter ds? < 0, como na métrica de
Minkowski, na qual ds? = dt? — da® — dy* — dz*. A situacao ds® = 0 corresponde a
condicao dt? = dz* — dy* — dz*. Tsso significa que dois pontos no espago tempo (ou
‘eventos’) sao separados por um intervalo de luz. Esses intervalos sdo chamados de
intervalo tipo-luz.
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A determinante do tensor métrico

Demonstraremos agora alguns resultados envolvendo a determinante do tensor
métrica. Podemos relacionar essa quantidade com a determinante da Jacobiana,
isto nos permite trabalhar com alguns resultados do calculo diferencial por meio da
métrica, como no calculo de integrais de volume. Comegaremos com alguns pontos
algébricos, que nos dao informagoes adicionais sobre as propriedades da métrica e
validam alguns resultados.

™ Resultado 6. A matriz G reqular. Isto é

g=detG #0 (3.1.20)

Suponha que G tem determinante nula. Entao existe um vetor v tal que

Gv =0 (3.1.21)

isto é, existe uma solucao para o sistema linear homogéneo dado por G. Mul-
tipliquemos agora ambos os lados da equacao por v’:

vI'Gv =0

A equacao acima corresponde ao produto interno:

(v-v)=0 (3.1.22)

Contudo, a métrica é nao-degenerada, conforme haviamos visto. Concluimos
entao que o vetor v sé pode ser o vetor nulo, e por conseguinte nossa hipétese de
que det G = 0 é equivocada. Isto prova, portanto, que a determinante da métrica
é necessariamente nao-nula. Isso também significa que a matriz é invertivel, isso
justifica o nosso uso da métrica conjugada na subsecao anterior!

( ™ Resultado 7. O sinal de det G independe do sistema de coordenadas. )

Sabemos que G = (J _I)TGJ ~1 pois o tensor é covariante. Pelas propriedades
do céalculo de determinantes é trivial que

g = (det J1)%g (3.1.23)

ou,

g = det(J)?*g (3.1.24)
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Assim, fica 6bvio que o sinal de G é invariante. Agora que obtemos uma
expressao para a transformagao de g podemos obter uma expressao para elementos
de volume em coordenadas curvilineas. A expressao para o volume infinitesimal em
coordenadas cartesianas ja é bem conhecida dV = dxdydz. Nao podemos definir
uma expressao desta mesma maneira em coordenadas gerais pois claramente a
quantidade

AV = dzt.. .dz"

nao é invariante. Tome as coordenadas polares por exemplo, em que um ele-
mento de area é dado por dS = rdrdf, que contém um fator r além do previsto
pela equacao acima. Para isso usamos um resultado do calculo integral: o elemento
de volume apds uma transformagao de coordenadas difere do volume original por
um fator det J, isto é

dz'..dz" = (det J)dx'...dz" (3.1.25)

Logo, pela (3.1.24) é possivel reescrever a equacao acima em termos da métrica
como

Vgdz'..dz" = \/gdz"...dx" (3.1.26)

o que evidencia que a grandeza corresponde a um escalar, e nos permite enunciar
o seguinte resultado.

4 A

™ Resultado 8. O elemento de volume

Vodx'...dx" (3.1.27)

é invariante.
\_ J

Ou seja, o elemento de volume, como definido acima, ¢ invariante em relagao a
uma mudanga de coordenadas. Conhecendo a métrica sabemos nao somente como
calcular distancias, mas também areas e volumes.

B Exemplo 3.5: Em coordenadas polares a métrica é

CcOomo
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g=rtsin®¢

O elemento de volume vale

dV = r?sin ¢drdfde

Mudancga de peso

Assim como é possivel levantar e abaixar indices por meio da métrica, também
podemos ”converter” densidades tensoriais em tensores ordindrios por meio da sua
determinante g, e vice-versa. Afinal, se substituirmos det J por ,/g/+/g na equacao
de transformacao de um pseudo-tensor, obtemos:

W2 ozh Oz 0 drti_,
VDT = (V) P e e T (3.1.28)

Ou seja, a quantidade

Tri=re = ((/g) V2T (3.1.29)

81...8¢ 51...8¢

define um tensor ordindrio. Ou seja, o simbolo de Levi-Civita €;;;, por exemplo,
que tem peso 1, pode ser definido como um tensor no sentido usual a partir de:

Eijk = \/geijk (3130)

3.2 O simbolo de Christoffel

Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) foi um fisico e matemadtico alemao, com am-
plas contribuicoes em ambas as areas, sendo lembrado principalmente pelas suas
publicagoes em geometria diferencial. Muito do desenvolvimento do célculo tenso-
rial ao fim do século XIX e inicio do século XX, em especial os trabalhos por parte
de Ricci e Levi-Civita, se deve aos seus resultados, o que alavancou a formulacao
da relatividade geral no mesmo periodo. Dichrilet, embora nao tenha sido seu
orientador formalmente, exerceu grande influéncia sobre Christoffel durante sua
formacao enquanto estudava na universidade de Berlim, no periodo entre 1850 a
1856. A despeito de sua natureza solitaria, a clareza de suas aulas era altamente
elogiada por alguns de seus contemporaneos, como Heinrich Timerding. Por mo-
tivos de satude Christoffel se aposentou em 1894, abandonando de seu cargo na
Universidade de Strasbourg. Ele continuou trabalhando independentemente até
sua morte, em Marco de 1900, e nao tendo se casado, nao deixou descendentes.
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Simbolos de Christoffel

O simbolo de Christoffel surge naturalmente em diversos contextos, se tratando
da geometria diferencial sua aparigao mais imediata é na equagao de geodésicas e
no estudo de derivadas covariantes. Sua introdug¢ao pode também se dar de vérias
maneiras - optaremos aqui por defini-los inicialmente em termos das bases.

Tome um vetor da base e; num sistema de coordenadas z¢. A derivada parcial
deste vetor pode ser representada a partir de uma combinacao linear dos elementos
da proépria base. Os coeficientes desta cobinacao linear sao denotados por Fijk e
recebem o nome de simbolos de Christoffel. Em outras palavras

L =T, ey (3.2.1)

esses sao os simbolos de Christoffel de sequndo tipo. Ou seja, conhecendo-os
sabemos como os vetores da base variam ao longo do espaco. Em bases constantes,
como a base cartesiana, esperamos que todos os coeficientes Fijkek sejam identi-
camente nulos. Podemos também calcular o produto escalar de ambos os lados da
equacao com a base contravariante, o que resulta na forma alternativa

o Definicao 10. O simbolo de Christoffel (de sequndo tipo) € definido como:

oe;
k k 7
ij — € B (3.2.2)

Tentaremos agora, em um exemplo, encontrar os simbolos geometricamente.

B FExemplo 3.6: Encontraremos dois dos simbolos de Christoffel que deescre-
vem a variacao do versor ey devido a uma pequena variagao no raio. Isto é,
buscamos

86,9
or
Comecaremos desenhando os versores ey apds uma pequena variagao na

posicao Ar. Por semelhanca de triangulos vemos que ela se relaciona com o
modulo da variagao de ey:

=T, e +T, e (3.2.3)

ACQZM

—— 2.4
Ar T (3.2.4)

No limite diferencial
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Como a variacao do vetor é tangencial a trajetéria podemos escrever a
derivada vetorialmente como

€yp — —€yp
r

Isso nos permite concluir que

1
[ = O (3.2.5)
T

Existe também o simbolo de Christoffel de primeiro tipo, conforme definimos

a seguir
( )
™ Definigao 11. O simbolo de Christoffel (de primeiro tipo) € definido como:
Fijk = gkll—‘ijl (326)
ou,
oe;
Dijk = e - aej (3.2.7)
. * J

Vale frisar que o processo nao pode ser interpretado como um abaixamento de
indice, pois nao estamos trabalhando com um tensor, conforme mostraremos.

Lei de transformacao

Iremos agora obter uma equagao que relaciona os coeficiemtes em diferentes siste-
mas de coordenadas, o que nos mostrara que: (i) a quantia nao corresponde a um
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tensor e (ii) a propriedade de simetria dos indices inferiores. Podemos obter essa

lei de transformagao barrando as varidveis na definigao (3.2.2). Em seguida basta

utilizar as equacgoes de transformacao para vetores contravariantes e covariantes.
No sistemas de coordenadas barrado, vale

—= k _ k. aéz
I, =e BIT (3.2.8)
Se utilizarmos as leis de transformagao das bases e da derivada partial a relacao
acima se torna
— & Oz ox® 0 (0x"
.~ = t, : _e, 3.2.9
i = gt © {afjaxs(éhﬂe )} (3:2.9)

Usando a regra do produto para derivar o termo entre parénteses:

=k 0_:Eket [02° 02" De, D% .
U ot 0z 0Tt dxs  OTIOT

Como o produto escalar é linear, a expressao acima fica:

T * ok 9x* d0x" [, Oe, N ozt 9a" (e e

L= - — . —(e" - e

Y Oxt 0z Ozt Ox* Oxt 0x7 0% "

O primeiro termo entre parénteses é simplesmente I',.', e no segundo termo

usamos a condigao (€* - e,) = 07, o que nos permite obter a lei de transformagao
buscada.

4 )

™ Resultado 9. O simbolo de Christoffel se transforma de acordo com a
relacao

y 9T T 21
L i T 9w 0 ™ | Oat 97907 (sm)

= k_ 02" 0x°0x"  , 0% 0%

Vemos entao que o simbolo de Christoffel nao se transforma da mesma maneira
que um tensor, devido a existéncia do segundo termo na equacgao acima.

Se o sistema de coordenadas x; é euclidiano, onde os vetores que formam a base
sao constantes ao longo de todo o espago, entao os coeficientes sao nulos em todos

. . = k ~
os pontos, e o resultado acima nos permite obter I';;” em termos das relagoes entre
os dois sistemas de coordenadas, através das derivadas parciais:
— & 0% 9%t

= — 2.11
" Oxt 0z 0%" 3 )
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Como as derivadas parciais comutam, concluimos que o simbolo de Christoffel
¢ simétrico em relacao aos indices inferiores. O mesmo vale para os dois primeiros
indices do simbolo de primeiro tipo, naturalmente.

Expressao explicita

Podemos obter uma expressao explcicita para os simbolos de Christoffel a partir
da relagao entre o tensor métrico e as bases. Se derivarmos a equagao g; = e; - €;
obtemos

9gi e € I €; e

oxl oxi ~ OxJ

que em termos dos imbolos de Christoffel fica,

dgi

oxJ

podemos agora realizar o mesmo célculo, desta vez permutando os indices, a
fim de obter as seguintes expressoes:

= Pljz’ + Fij (3212)

8 .

aijj =T+ Tu (3.2.13)
e7

0g;;

ai L Ty + T (3.2.14)

agora, basta somar as duas primeiras equagoes e subtrair a terceira, pois assim
obtemos:

9gu X dg;i _ 9gi;
ord ~ Ox' Ot

Se usarmos a propriedade de simetria dos indices inferiores obtemos, finalmente

=Tyi+Tijp+ Uju+ Ty — Ly — Ty

4 )

™ Resultado 10. O simbolo e Christoffel do primeiro tipo € escrito em
termos do tensor métrico como

ga g Ogi

dzd ~ dz* Ozt (8:2.15)
\ J

1
Lijk = 3

Este resultado nos permite calcular os simbolos muito mais rapidamente, dada
uma métrica. E virtualmente impossivel calculé-los a partir da (3.2.2) para siste-
mas de coordenadas arbitrarias.
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B Fxemplo 3.7: Calcularemos agora os simbolos de Christoffel para coorde-
nadas parabdlicas. Eles se relacionam com as coordenadas cartesianas usuais
através das equagoes:

! =g
1 (3.2.16)
x® = 5(?72 - &)
Isto nos da o seguinte tensor métrico:
2 | ¢2
_(m+¢ 0
G = ( 0 n? +€2> (3.2.17)

Veja entao que g1o = go1 = 0. Assim, as Unicas derivadas que precisamos
computar sao

Ogu _ O9= _,
on on 1
a911 8922
22 _9
03 on :

Os simbolos de Christoffel de primeiro tipo associados valem entao

=7 T2 = =€
Pon=Tn=¢§ Taz=Tiz=19 (3.2.18)
['y01 = —n I'yge = ¢

Diferente da base cartesiana, a base nesse sistema nao é constante ao longo
do espago, portanto os simbolos nao-nulos que obtemos estao de acordo com o
esperado.

3.3 A derivada covariante

Nesta se¢ao introduziremos um tipo de derivada que se comporta tensorialmente -
carater que a derivada parcial usual nao possui, conforme mostraremos algebrica-
mente e geométricamente. A derivada covarianet serd uma ferramente 1til pois nos
permitira trabalhar com alguns processos geométricos mais sofisticados, inclusive
com a generalizacao das operacoes de divergéncia e rotacional.
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3.3.1 Formulacgao algébrica

Tomemos um campo vetorial v*. Analisaremos como a derivada parcial este campo
se comporta numa transformacao de coordemadas 2/ — z7. O primeiro passo
consiste em utilizar a regra da cadeia a fim de relacionar as derivadas particias nos
dois sistemas de coordenadas distintos

0v; o [ox" ox® 0 [O0x"
0z 0z (axi ”“) 0z Oz (%U“) (3:31)

Derivando o termo entre parénteses:

ov;  0x® (9dx" dv, 9%zt
0w o (axi o | orom ““)
ou,
ov;  0z°0z*Ov, 0%t
0w 01 0x Oz° | Do
~—

Tensor

(3.3.2)

Ou seja, o processo de diferenciagdo de um tensor nao preserva o carater ten-
sorial! % Isso fica explicito devido ao segundo termo no lado direito da equacao.
Contudo, perceba que a segunda derivada acima é similar ao segundo termo na lei
de transformagao do simbolo de Christoffel, conforme calculamos na (3.2.10). Em
virtude deste fato tentaremos agora escrever a segunda derivada em funcao de I'.
Comecaremos multiplicando a equagao em questao por dz*/9z* | pois isso elimina
07* 0zt e nos permite "isolar”a segunda derivada:

ox'— x Oz°0x"  , O
o7k 9~ 0w 0w | 9wom

Podemos entao reescrever o termo contendo a segunda derivada por meio da
equagao acima, e a (3.3.2) se torna

u

ov;  0x® Oz* Qv ox T k 0x® Ox r

oxi 0w o 0rc | “|ozk ¥ T ppi o o

u 7’ . — . 7 . ~ .
Mas %vu ¢ simplesmente ©*. Finalmente, apds rearranjar a equacdo acima e

colocar alguns termos em evidéncia obtemos a férmula:

SExistem inclusives justificativas mais geométricas (e formais) para este fato. A principal é
que o processo de diferenciacao consiste avalar a diferenca entre o vetor em dois pontos distintos
do espago. Estes vetores vivem em espagos tangenciais T'(M,) e T'(M,) distintos.
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ov; e oz® 0x* [8%
O Y 9nd oxt | O

E esta feito, o termo entre colchetes se transforma como um tensor! Essa
expressao motiva a definicao de um novo tipo de derivada, que chamaremos de
derivada covariante: com algumas propriedades particularmente titeis (i) o carédter
tensorial que acabamos de ver, (ii) propriedades andlogas aquelas da derivada or-
dindria e (iii) algumas propriedades e aplicagdes geométricas, que nao abordaremos
profundamente aqui mas podem ser encontradas em qualquer texto usual de rela-
tividade geral ou geometria diferencial.

( )

M Definicao 12. A derivada covariante
A derivada covariante de um vetor covariante ¢ definida como:

- vurstu} (3.3.3)

Perceba que o indice do vetor se contrai com o indice superior do simbolo
| de Christoffel no sequndo termo.

J

Perceba que no sistema cartesiano a derivada covariante coincide com a derivada
parcial usual. O fato da derivada partial nao corresponder a um tensor também
tem carater geométrico - a principio nao sabemos distinguir as mudancas decorrente
do vetor, de fato, das mudancas decorrente & variacao da base, que muda ponto
a ponto. A introducao da derivada covariante nos permite computar a mudanga
"real”do vetor, compensando essa diferenca.

Tentar calcular o diferencial total de um vetor pode tornar essa carcteristica
geométrica da derivada covariante mais explicita:

dv = d(v'e;) = (dv;)e; + vide; (3.3.5)

Pela regra da cadeia podemos calcular esses diferenciais totais a partir das
derivadas parciais, de acordo com

ot oe; . .
— Je. T e
dv = 9 dx’e; + v; 9 dx
Mas pela relagao
Oe; k
dad L o

assim, apds fazermos a troca de indices ¢ — k no primeiro termo, a equagao
acima pode ser representada por
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ok .
dv = (a—; + viFijkek> e,dz’

ou,

dv = (V,v")erda’ (3.3.6)

Como nao desenvolvemos alguns pontos comuns da geometria diferencial, como
o conceito de espaco tangente, por exemplo, nao sondaremos muito a fundo estas
propriedades de carater mais geométrico.

Formulagao geométrica

Nos também podemos nos apoiar em alguns argumentos geométricos para definir a
derivada covariante: veremos como as componentes de um vetor se comportam em
diferentes pontos numa superficie M. Para isso, considere a i-ésima componente
do vetor num ponto ¢, que se relaciona com a componente num ponto p numa
vizinhanga de acordo com

vi(q) = vi(p) + dv;(p) (3.3.7)

ou seja, dv;(p) representa uma diferenga infinitesimal. Note que nao podemos
considerar essa diferenca como sendo tensorial, visto que calculamos as componen-
tes em pontos distintos na superficie. Agora precisaremos introduzir conceito de
transporte paralelo:

4 )

M Definicao 13. Transporte paralelo

O transporte de um vetor de um ponto p para um ponto q numa vizinhanga
¢ dito paralelo se existe um sistema de coordenadas T, denominado sistema
geodésico, se e somente se, as componentes do novo metor se mantém cons-
tantes. Isto é:

dv;(p) = vi(g) —vi(p) = 0 (3.3.8)

H& duas exigéncias 6bvias a respeito da diferenga dv;(p): i) se os pontos p e ¢
coincidem, isto é se dz'(p) = 0, entdo naturalmente a diferenca dv;(p): ¢ nula, e
ii) se v;(p) se anula em algum ponto p, o mesmo ocorre com a diferenga. Assim,
iremos supor que essa diferenca depende bilinearmente de dz’(p) e de v;(p): ©

s ’ . . k . .
6 Claro que neste momento é impossivel saber que o coeficiente linear que I';;" que foi escrito
acima de fato se trata do simbolo de Christoffel, mas isso pode ser provado apés obtermos
a expressao para a derivada covariante. Essa informacao foi tomada como dada por razées
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_ k :

dvy(p) = T';; vx(p)da’ (3.3.9)
Assim, chamaremos de vetor paralelamente transportado o vetor (3.3.7).
Considere agora que o ponto p tem coordenadas (z',...,2") e que o ponto ¢

tem coordenadas (z! +dx!, ..., 2" 4+ d2™). Tomaremos agora, em contrapartida, um
vetor u'(q) = vi(p) + dur(p) nao paralelamente transportado, que pode ser obtido
a partir de uma expansao de Taylor:’

vk (p)(z + ) = vi(p) + @Mj(p) (3.3.10)
Se chamarmos o segundo termo de
uu(p) (&) = 2% 507 () (33.11)
Ve\P)\T) = O \p .3.
Temos entao que:
ur(q) = vr(p)(z + 6z) = vi(p) + dvx(p)(z) (3.3.12)

A dltima etapa da formulagao geométrica consiste em calcular a diferenca
uk(q) — vk(q), que é vetorial, ja que ambos os vetores sdo calculados no mesmo
ponto, e para isso a ideia de transporte paralelo se mostrara importante.

ve(q) = vi(p) + dvk(p)

A
~§
~
~

ur(q) = vr(p) + dvi(p)
vk(p)

N

dv(p) — dvk(p)

Figura 8: O vetor paralelamente transportado foi desenhado em cinza, e o vetor nao paralela-
mente transportado em violeta.

Essa diferenga pode ser escrita como:

didéticas, a fim de simplificar as passagens mais adiantes. Mas a principio é possivel escrever o
coeficiente como um termo arbitrario cfj e sem seguida demonstrar que ele é de fato o simbolo
de Christoffel.

7 o primeiro termo entre parénteses indica simplesmente o fndice (p ou ¢) do ponto no qual o

vetor se encontra
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ur(q) — vi(q) = dvr(p) — dur(p) (3.3.13)

A derivada covariante é obtida a partir dessa diferenca, de maneira analoga a
derivada ordinaria do cédlculo diferencial. Tomamos a diferenca acima e calculamos
sua razao com respeito a dz7(p), com os pontos p e ¢ infinitamente préximos, isto
é:

uy(q) — vr(q)

v = i . 3.3.14
I = i %gio dxi(p) ( )
veja que essa difereca simplesmente representa:
Vjvk ~ i Vetor paralelo — Yetor nao paralelo (3.3.15)
529 (p)—0 dzI (p)
ou,
) —d
Vo= lim 20eP) — dup) (3.3.16)
8527 (p)—0 dxi(p)
Assim, finalmente obtemos:
a'Uk k
Vjvk a—x] — Usz’j (3317)

Figura 9: Representagdo de um vetor paralelamente transportado numa superficie M, em preto.
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= Problema 3.1: Prove a (3.1.13), que nos diz como calcular as componentes
do tensor métrico conjugado.

= Problema 3.2: Mostre que v = g"/v;

® Problema 3.3: Através do tensor métrico, mostre que as componentes co-
variantes e contravariantes coincidem no espago euclideano.

® Problema 3.4: (Tensor calculus - David. C. Kay) Mostre que em qualquer
sistema de coordenadas (z?, ..., ") o vetor v* = ¢g'® é normal & superficie z* = const

® Problema 3.5: Converta €% para uma densidade tensorial de ordem 0 por
meio de g.

® Problema 3.6: Calcule os simbolos de christoffel de primeiro tipo para o
sistema de coordenadas hiperbdlico.

¥ Problema 3.7: Encontre uma expressao para a derivada covariante de um
tensor contravariante. Como vocé espera que seja a expressao para a derivada co-
variante de um tensor misto de segunda ordem 7

® Problema 3.8: Mostre que

Vg =0

® Problema 3.9: Mostre a derivada covariante com respeito a indices distin-
tos, em geral, nao comuta. Isto é, obtenha a seguinte expressao:

(ViV; = V; Vi) AP = (

ot . Ik
b Ty pkpom ok p ) b (3.3.18)

ozt OxJ o gt

O termo entre parénteses ¢ o tensor de Riemann R, ;» € € nulo somente no espago
tempo plano ( Um exemplo no qual este tensor nao é nulo é o de uma superficie
esférica, que tem uma tnica componente independente RZW =sin?6 ).
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4.1 Capitulo 1

® Problema 1.1: i) O versor e; permanece inalterado, e o versor ey sofre uma
rotacao de 30 graus no sentido anti-horario:

_ ()]
€2
120°
€1
ii) A matriz inversa é:
. V3
_ 3

o

0 2v/3

3

Deste modo, as componentes contravariantes ficam:

L V3
Y\ 3 ol
z2) 2\/§ x?
0 2v°
3
Fazendo a multiplicacao:

3
Tt =a! —|—§$2 =2

(4.1.1)
i'2 :ﬁng —
3

2

Vetorialmente, no plano cartesiano, estas componentes ficam:
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1=
=1 €, = 2e
e (4.1.2)

Esbocando:

€2

»> €1

(2,0)
iii) A base reciproca se transforma da mesma maneira que as componentes

@;) =5 (2) (4.1.3)

Como as bases cartesianas e; e e! coincidem, a expressao acima gera as equacoes

contravariantes do vetor:

V3 s

51 _ 1, V°
e e+3e

2v3
&2 ieQ

(4.1.4)

Esbocando os novos eixos,

72
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Agora, as componentes covariantes valem

(z' 7%) = (a1 2%)S (4.1.5)

Expressao que nos leva a

Assim, os vetores correspondentes as componentes sao,

4, V3,
T, =T1€e =e + —e

3
2V/3
—36

Ty =T9€° =

Obtemos, ao desenhar no plano cartesiano:

® Problema 1.2: As componentes cartesianas sao obtidas através das com-
ponentes covariantes por meio da expressao

() =5 ()
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1

xr = a:i1 —I—cf2

2% = bz + dz? (4.16)
E portanto:
Oxt Oxt Ox? Oz?
oY ¢ g b gm ¢ (4.1.7)

Agora, lembre-se que as componentes covariantes se transformam de acordo
com:

(fl fg) = (ZL‘l ZL‘Q)S (418)
Equacao matricial que corresponde as equacoes

X1 = axi + cxo
Lf’z = bl’l + dl‘g

(4.1.9)

Com o auxilio da (4.1.7) percebemos que a expressao acima é simplesmente

Ot ozt
"o ' o (4.1.10)
_ 02? o0z o
Ty = @xl + @952
Na convencao de Einstein:
7 = ggx (4.1.11)

A prova para a equacao que diz respeito as componentes contravariantes é
analoga.

® Problema 1.3: i) O tnico termo nao-nulo da soma é o termo para o qual
i = j, portanto d;;z; = x;.

ii) Como h4 indices repetidos, deve ser realizada uma soma:

0ii = 011 + 022 + 033 = 3

iii) Note que j e k s@o indices livres nesta expressao. O tnico termo nao nulo é
o termo para o qual j =i e k = i. Ou seja, s6 havera um termo nao-nulo, valendo
1, se k = j. Isso signfica que 6;;0;; = 1 se k = j e 6;;0;x = 0 se k # j. Portanto:
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0ij0i = Ok;j

iii) Escrevendo

0ij€ijk = i
Rapidamente percebemos que 9;j€;;, = 0, pois € é nulo sempre que ha indices

repetidos.

iv) Se utilizarmos

€ijk€ilm = jz5km - 5jm5kl

Com j = [, a expressao acima fica:

€ijk€ijm = 5jj(5km - (5jm5kj
Mas de acordo com resultado do item iii) 0;,,0x; = Okm, € pelo resultado do
item ii) d,;; = 3, logo
€ijk€ijm — 35km - 5km = 25km

v) Basta utilizar o resultado anterior, tomando m = k:

€ijk€ijk = 20k, = 6

® Problema 1.4: A multiplicagdo entre os elementos da i-ésima linha da
matriz A pelo elementos da j-ésima coluna da matriz B correspondem ao elemento
¢;j da matriz.

a11 Q1p
: : bin - byl 0 bin
[azl : a/ip] :
: bpl bpj bzm
Qm1 amp

Escrevendo explicitamente:

Cij = ailblj + ai2b2j + ...+ aipbpj

Isso corresponde a soma:
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Cij = Qibr; (4.1.12)
Com k indo de 1 até p. Perceba que os indices livres i e j indicam a linha fixada
na matriz A e a coluna fixada na matriz B, respectivamente.

® Problema 1.5: O determinante de uma matriz C' = AB é dado por:

det(C) = €ijpcricajcsr (4.1.13)

Mas lembre-se que podemos escrever os elementos da matriz C' como ¢;; = a1,y
(Nao confunda esses indices com os da expressao acima, nao ha relacao entre eles!).
Logo, c¢y; equivale a aq;b;;, e assim sucessivamente. Deste modo, reescrevemos a
expressao para a determinante como:

det(C') = €ijna11bia2mbm;jasnbnr = €ij1kbiibm;jbnra11G2mas,

Agora, basta utilizar a relacdo dada que obtemos

det(C) = €1mn@11a2ma3, det(B)

A soma claramente corresponde ao determinante da matriz A, o que nos permite
concluir que

det(C) = det(AB) = det(A) det(B) (4.1.14)

® Problema 1.6: Temos

x-(yxz)=uxy x2z) (4.1.15)

Mas a i-ésima componente de y x z é dada por

(¥ X 2)i = €ijnyj 2 (4.1.16)

Assim, a expressao para o produto triplo fica:

x - (y X z) = €510y %

Mas esta ¢ simplesmente a determinante de uma matriz. Veja que para que
a expressao acima coincida com a (1.4.4), do exemplo 5, basta tomar a;; = x;,
as; = yj e asp = zz. Ou seja:

Tr1 T2 I3
- (yxz)=|y y2 us (4.1.17)
Z1 R2 Z3
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® Problema 1.7: O produto escalar é dado por

(xXy) - (Wxz)=(xXy)(wxz);

Mas,

(X X Y)i = €KYk

(W X 2); = €gmWizm

Entao a expressao do produto escalar se torna

(X Xy) - (WX 2) = €k€itmT YW Zm
J J

Como €;,€itm = 0ji0km — 0jmdx, encontramos:

(x Xy) - (WX 2) = 0;10kmTYkWiZm — 0jmOkiT; YW Zm

O primeiro termo é nao-nulo quando [ = j e m = k, assim

10 km T YrWiZm = TjwiYpzr = (X - W)(y - 2)

Ja para o segundo termo, encontramos:

—0imOR T Yk Wiz, = — T2 YW = —(X - 2)(y - W)

O que finalmente nos leva a:

(xxy)-(wxz)=(x-w)(y z) - (x-2)(y W)

Que coincide com o resultado dado pelo determinante.

® Problema 1.8: Podemos escrever

V X (ng) = e”ki(ngﬁ)k

ox j
Como a k-esima componente do gradiente é simplesmente
99
Vo) =—
(Vo) = oo

A expressao vetorial inicial fica:
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(4.1.18)

(4.1.19)

(4.1.20)
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0%
J Ox;j0xy,
Usaremos so fatos de que a ordem sob a qual as derivadas parciais sao realizadas

e de que € é antissimétrico em relacao aos indices j e k, mantendo i fixo. Isto é,
pelas propriedades

V x (Vo)

¢ ¢
Or;0z),  Oryp0x; (4.1.21)
€ijk = —Cikj
Vemos que:
o, e __ O
”’“axjaxk T ik O0x0x;

Mas veja que j e k se tratam de indices repetidos, em ambas as expressoes,
portanto podemos simplismente fazer a troca j — k e k — 7 no lado direito da
equacao sem afetar a soma, obtendo:

0% D¢
Cijk g o = ~Eikg (4.1.22)
x;0xy, Oz ;j0xy,
Mas isso s6 é verdade se a expressao ¢ identicamente nula, portanto concluimos
que:

_. P
N E”’“axjaxk

® Problema 1.9: Para a primeira identidade podemos escrever:

V x (Vo) =0 (4.1.23)

V x (V X ’U) = Eijki(v X 'v)ke,; (4124)
&L‘j

Mas,

vy,
(V X 'U)k = lema_xlei

Assim, a equacao inicial se torna

2
Me-
O0x;0x; !

Apos utilizar a identidade de Levi-Civita para eliminar os e:

V X (V X v) = €1€xim
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v
V x (V X v) = §10m — 0jmOn————e;
( ) j10km imUYkl 8a:laxj %
Assim, teremos que [ =i e m = j para o primeiro termo da expressao, e m =i
e | = j para o segundo termo, gerando

) 2.
V x(V xv)= 0 (%>ei O

) . 2t
Ox; \ Oz, 05

Ou seja, a identidade fica:

V x (Vxv)=V(V.v) -V (4.1.25)
Para demosntrar a segunda identidade podemos comegar escrevendo
0 d(vjuy)
V. (vxu)= o, (v X u); = € 3?761' (4.1.26)
Apdés utilizar a regra do produto:
d(vjuy) ov; Juy,
Gz'jk#[i = €ijk a_xi“’“ + a_a:i“j
Mas como €;;, = €5, podemos escrever o primeiro termo como:
v,
erij=—ur = (VX v)pu, =u- (V X )
a(Ei
Ja para o segundo termo perceba que €;;, = —€;ix, 0 que nos permite reescreve-
lo como:
8uk auk
Eijka—xivj = _Ejika_xivj = —(V X U)jUj = —v- (V X U)
O que finalmente nos leva a identidade procurada:
Vi(vxu)=u-(Vxv)—v-(Vxu) (4.1.27)

4.2 Capitulo 2

® Problema 2.1: Basta calcular os produtos matriciais

o= ()0 (3 avan (o 02 )

as outras duas bases sao:
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con= (e =2 §) e (e o0

® Problema 2.2: Para provar que o produto resulta em um escalar basta
barrar as componentes e usar as leis de transformacao
., Ox" 0%°
e = Gfiu ox’
® Problema 2.3: Utilizando a propriedade de simetria de T' e em seguida a
antissimetria de S temos que

v* = §u,v* = uv” = un (4.2.1)

TYS;; =T"S;; = =T7'S;; (4.2.2)
Como 7 e j sao indices repetidos, podemos fazer a troca i <+ j, obtendo:
TijSij = —TijSij — TijSZ-j =0 (423)

®E Problema 2.4: Iremos escrever

0 0
T,,=—A — —A 4.2.4
T Qxs” T Qar ( )
o carater antissimétrico de T' é 6bvio, pois
0 0 0 0
T, =—A,——A,=—|—A, ——A, | =-T,
ST a.’L‘T S a.’L‘S T (azs T axr S) s

Agora veremos como o objeto se transforma. Apds uma transformacao de
coordenadas T = Z(z1, .., x,) ele passa ser:

- 0 - 0
Ti = 554~ g

Ao utilizar a regra da cadeia para as derivadas parciais obtemos

A; (4.2.5)

_ ox* 0 - Ox" 0 -
Y 9% Oxs ozt Oxr

Agora, utilizando a covariancia de A, temos

_ ox® 0 [0x" ox" 0 (0z°
15 = 5% 0w (%A’")  Or Q7 (@AS>

Como as derivadas parciais comumtam, a expressao acima se torna

» Tensores 80



4. SOLUCOES

7 _ 02" Ox <8A 8TAS)_8x Ox (4.2.6)

Y9z 9z \ 9T 92 ") T 0xi 9

0 que mostra que o tensor é covariante.

® Problema 2.5: Rearranjando a lei de transformagao do tensor misto como

i oz T Ox*

_ 7. T 71\ |
J axr S aj] - JZT‘TS (J )s] (427)

Fica claro que

T} = Ty TI(J Vs = Jin(TT )y = (JTT )y
Portanto:
T=JTJ! (4.2.8)
Agora fazemos o mesmo para o tensor covariante. Temos que

_ ox" __ 0x°
7—;,” == ,-T'r's — 429
T ozt O ( )

que corresponde a expressao
Ty = (J )T e = (I )nilTT )y
Como (J71),; = (J71)T | a expressdo acima se torna
T) = ((J)'TJ )y

assim, concluimos que

T=JHY'Tg! (4.2.10)

® Problema 2.6: Como o tensor é covariante vale que

T=JTJ" (4.2.11)

- - . ——1
Ao multiplicar a expressao acima por T~ obtemos:

I=JrJ'r—!

Agora multiplicamos pelo inverso da Jacobiana:

Jt=TJ'Tr1
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E fazemos o mesmo com a matriz T e a matriz J”, obtendo:

T =g Hrtjg! (4.2.12)

Que ¢é a transformacao de um tensor covariante.

® Problema 2.7: A Jacobiana da transformagao é

1

0o -

F 1 1 ——1_ xl
J_(ajl 0)’ J o= 1
L=

x

Utilizando a relacdo T = JT'J "

1
N AIRAYAE Y
“\zt 0/\2 0 1
1 —
Ao concluir a multiplicagao obtemos:

T= ! (4.2.13)

Como ! = 2, temos:

()

¥ Problema 2.8: Ao multiplicar a equacao pelo inverso da condutividade
achamos

c'J=E
Como p = o~ !, segue que E = pJ e p;; = ai;l, portanto basta encontrar os

elementos da inversa. Portanto

P11 P12\ _ 1 O22 —012
P21 P22 011022 — 012021 \ — 021 011
Veja que quando a matriz de condutividade é diagonal (012 = 091 = 0), as
formulas para a resistividade sao familiares:

1 1
P11 =—, P2r2=—" P12= 0, P21 = 0
011 022
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® Problema 2.9: O tensor misto obedece a equagao

_. 0z 0z*
P = T 4.2.14
T Qxm0xd ( )
Fazendo j = 7 temos
Ti = oz’ 8%8 Tr
Ox™ Ozt
E por conseguinte,
T/ =0T =T (4.2.15)
® Problema 2.10: Se tomarmos j = ¢ na equacao de um tensor covariante,
temos
ﬂi = ax_ra_q_:s rs
ozt 0xt

que em geral nao é invariante.

B Problema 2.11: O vetor S e o tensor U obedecem

3 ozt
k= A7
Oxt
o T T 51 s
iy, 0T 0T Ot OQate

jl---jq — axrl ...axrp ajjl ajﬂq 81...8¢q

Como
_il...ip U _ _il...’ip
7ﬁjl-~~jqu5 o Ujlqu
temos que
01 ...0p ajust 8.7?“ a-@lp al’sl 81’8(1 1.Tp
Iedat Gt = Qg Qe 0T Oda 1%
Mas pela relagao inicial Ty "%, S" = Ug) e
. 7 U Fi1 1 S1 s
i St@x _ 0z 0x% Oz Ow " priets Gl

Iewdan Bt~ g Gty Oz Oz ol

Ao fazer a troca de indices [ <+ t o termo S? some e obtemos:

1. ip ox" - oxt 9z Ox*t  Oxe 1T
Jidaw ot Qg Qgre Qi Oda - S1esat
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Multiplicando ambos os lados por dz!/0z":

Fitin gu _ or" 0z’ Oz*  Jx® Oz’ . .,
T dau R G Qe Qg Oda Ok st

Concluimos entao que T' é um tensor de ordem indicada:

» » .

iy 0! 0T 0u% | 0T 0% .y (4.2.16)
JL-Ja Oxm  Qxme QTN Qde Qxk Tt

¥ Problema 2.12: O ponto de partida para encontrar uma expressao para o

tensor de inércia é a expressao vetorial dada no enunciado. Comecaremos escre-
vendo a equagao em termos das componentes:

L; = mlegprj(w x 7)) (4.2.17)

Fazendo o mesmo para o produto vetorial que restou:

L; = m[eijkrj(eklmwlrm)]

Como €5, = €g;; temos que:

L; = m[GkijEkzmwlTﬂm
Ao utilizar a identidade de Levi-Civita obtemos:
L = m[(6]6%, — 8 8wy j7m]
O que resulta em
Li = TTL[WZ'T’J'T]' — (,Uj’f’jTi]

Faremos a substituicao w; = (5;-% para que o indice de w em ambos os termos
coincida, e faremos a troca de indice 7 — k no primeiro termo para nao violar a
convengao de soma (indices ndo devem aparecer mais de duas vezes), obtendo:

L, = mwj(é;'-rkrk —rjr;)

Comparando com a equacao L; = I;;w; concluimos que:

Ly = m(bijrre — rirj) (4.2.18)

® Problema 2.13: Parai =1 e 7 =1 o momento de inércia fica:
= [0+ (0 + 0 = )i = [(()? + ()
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como dm = pdztdz?dz? a integral acima ficaj,

I, :/Oa /0 /Oa((r2)2~|—(r3)2)d:v1da:2d$3 (4.2.19)

O que resulta em:

5 2ma?
1 = = 4.2.20
11 3 3 ( )

Obtemos os mesmos resultados para Iy e I33. Agora, para Iis:

I = —/rlerm: —/ / / riridrtdridr?
o Jo Jo

Integral que resulta em:

Ihy=—-—F—=—— (4.2.21)

As componentes restantes do tensor tém o mesmo valor. Assim, concluimos
que o ternsor de inércua do cubo é:

2/3 —1/4 —1/4
I=mad®|-1/4 2/3 —1/4 (4.2.22)
~1/4 —1/4 2/3
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